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PREFACE. 


L ? . . 

essai que je publie maintenant, contient une partie des re- 
cherches que je fais depuis dix ans sur les diverses branches de l’ana- 
lyse. Dès mes premiers pas dans létude des mathématiques, m’étant 
spécialement occupé de la théorie des nombres (*)> je pensai que les 
obstacles que l’on rencontrait en traitant les problèmes numériques 
venaient, pour la plupart, du manque de méthode, et de l’état d’iso- 
lement dans lequel se trouvait cette branche de l’algèbre; je dirigeai 
par conséquent mes efforts vers l’unique but de découvrir un principe 
général qui renfermât toute la théorie des nombres, et qui permit de 
mettre en équation tous les problèmes numériques sans négliger au- 
cune des conditions nécessaires, de manière qu’ils ne dussent présen- 
ter d’autres difficultés que celles qui dérivent de l’état actuel de l’ana- 
lyse; difficultés qui, sous des formes différentes, se reproduisent dans 
tous les problèmes de mathématique transcendante. Mais à mesure que 
je tâchais d’avancer dans mon entreprise , je voyais les obstacles se mul- 
tiplier autour de moi; car il me fallait attaquer la question principale, 
et créer en même tems des ressources analytiques pour effectuer les 
opérations que le nouveau point de vue, sous lequel j’envisageais le 


(*) Vojres Memoria di Guglielmo Libri sopra la teoria dti numeri. Firente i8»o. 
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problème, me rendait nécessaires. C’est ainsi que j’ai dû traiter les 
questions en apparence les plus disparates, mais qui en effet concou- 
rent toutes au même but. D’un autre côté je voyais aussi le sujet 
s’agrandir sans cesse entre mes mains, et je trouvais des relations qui 
jusque là avaient été inobservées . En réunissant peu à peu tous ces 
matériaux, je m'aperçus que l’analyse indéterminée n’était qu’une 
branche de la théorie générale des fonctions entières; théorie qui est du 
plus haut intérêt dans les mathématiques. En effet, elle renferme 
l’analyse indéterminée, le développement des fonctions, l’intégration 
des équations aux différences (et par conséquent l’intégration des 
équations différentielles), la résolution des équations numériques, la 
théorie des fonctions discontinues, le calcul des probabilités, et enfin 
une théorie nouvelle et fort délicate sur la comparaison des différen s 
ordres d’irrationalité; théorie qui sert à résoudre un grand nombre 
de questions importantes . 

Arrivé à ce point j'aurais voulu réunir mes recherches dans un 
seul ouvrage, et traiter complètement toutes les questions que pré- 
sente la théorie des fonctions entières. Mais ce n’était pas tout d’avoir 
trouvé le principe général; il fallait après cela attaquer les difficultés 
analytiques, parfois insurmontables, qu’offre chaque problème en 
particulier. D’ailleurs le mauvais état de ma santé m’ayant forcé d’in- 
terrompre souvent ce travail, et me laissant peu d’espoir de l’achever, 
du moins pour le moment, j’ai dû abandonner l’idée de former un trai- 
té complet des fonctions entières , et je me suis décidé à publier séparé- 
ment quelques-uns des mémoires que j’ai écrits à différentes époques, 
sur les diverses questions que je voulais résoudre. Plusieurs de ces mé- 
moires ont été présentés à 1 Institut de France, et doivent paraître 
dans le recueil des Savans Etrangers; les journaux eu ont rendu 
compte dans le tems, et quelques géomètres en ont eu connaissance. 
Et comme l’impression de ce volume, à cause de différens obstacles, 
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traîne depuis deux ans, il se pourrait que d’autres analystes eussent 
fait paraître dans cet intervalle, des recherches analogues à celles que 
je publie ici ; mais en confrontant les dates, il serait aisé de voir que je 
n’ai rien emprunté a personne. 

Des six mémoires que je publie dans ce volume, cinq regardent la 
théorie des fonctions entières; un seul est relatif à la théorie de la 
chaleur, et je le donne seulement comme une ébauche d’un tra- 
vail plus général que je prépare sur cette matière: d’ailleurs il 
fournit les premiers élemeus d'un mémoire, que je fairai paraître dans 
la suite, sur l’application de la théorie des nombres aux problèmes de 
physique mathématique. Tant que l’analyse indéterminée a été séparée 
des autres branches des mathématiques, elle ne leur paraissait fournir 
aucun secours; mais en se liant à l’algèbre ordinaire, elle doit servir à 
son avancement. Déjà dans ce volume j’expose quelques-unes des re- 
lations qui existent , entre la théorie des nombres et celle des fonctions 
circulaires; et l’on verra dans la suite, comment ces rapports servent 
à trouver la valeur d’un grand nombre d’intégrales définies, valeur 
que l’on aurait calculée difficilement par d’autres moyens. Je montre 
aussi la manière d’appliquer le calcul d’approximation aux équations 
indéterminées, ce que l’on avait jusqu’à présent regardé comme im- 
possible, quoique, au contraire, dans le seul cas de l’analyse in- 
déterminée, les méthodes d’approximation donnent des solutions 
exactes . 

11 me serait fort difficile de présenter ici l’analyse des matières 
que j’ai traitées dans les mémoires compris dans ce volume: car tout 
ce que je publie maintenant étant nouveau, ou par la méthode que 
j ai suivie, ou par les résultats que j’ai obtenus, il me faudrait répé- 
ter à présent tout ce que je dis dans le cours du volume. Ü ailleurs 
chaque mémoire est précédé d’une courte introduction qui suffit pour 
donner une idée des matières que j’y traite; ce qui vaut beaucoup 
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mieux qu'une introductiou générale, à cause du peu de lien appa- 
rent qui cxist^^ntre les divers sujets traités daus ces mémoires. 

Ce volume ne renferme que des préliminaires, et je me suis atta- 
ché surtout à traiter les problèmes dont la résolution pourra m’être 
nécessaire daus la suite. J ai négligé les détails, parceque je n’écrivais 
point un livre élémentaire, et j’ai tâché plutôt de faire saisir l’esprit 
de mes méthodes que d’en développer toutes les parties. On trouvera 
que quelquefois je suis parvenu à de nouveaux résultats, en modifiant 
une méthode connue pour l’appliquer à un problème nouveau; mais 
c’est ici le seul genre de plagiat que je me sois permis, et au lieu de 
m’en cacher je l’avoue le premier. Car je pense que les méthodes sont 
pour l’esprit ce que les instrumens sont pour les bras, et que dans 
toutes les sciences il faut se former une table des méthodes connues, 
pour les appliquer dans l’occasion à de nouveaux faits, de même que 
l’on applique en chymie les divers réagens connus à un corps inconnu , 
pour l’analyser et le réduire à ses élémens les plus simples. De cette 
manière on parvient aux formules générales, qui sont les machines de 
la pensée, et qui forment d’elles-mêmes le tissu, pourvu qu’on leur 
fournisse la matière. Lorsqu’après avoir essayé toutes les méthodes 
connues, on voit qu’elles ne suffisent pas pour résoudre la question 
proposée, il faut se créer de nouveaux instrumens et de nouvelles 
méthodes ; et je me flatte que mon ouvrage n’en est pas entièrement 
dépourvu . 

Si l essai que je publie à présent est accueilli avec quelque indul- 
gence par les géomètres, je fairai paraître d’autres volumes qui con- 
tiendront des recherches sur différentes brauches d'analyse et de phy- 
sique. A la fin de ce volume j’indique les titres des mémoires qui 
sont déjà presqu’en état d’étre imprimés, et j’y ajoute, pour prendre 
date, sous la forme de problèmes, l énoncé de quelques propositions 
nouvelles que j’ai démontrées. 
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2 = ( TT +^’ “*•••• +* w ~+ elc ) (“ 3 + £r + r^3 -■ +ïS^ + e,c ) 

= b, z -}- x 1 -f- ** -f- etc. , 


et par suite 


b r = 


+ 7^ + ^ + e,c. 


i.a.3.»x ' 1.3.3....X i.a.3....x 

Si l’on substitue dans celte équation — au lieu de u* , on aura en géuéral 
i /d*~' . a>(y) d * . <p(v) d^'.pfd) \ 

+'• -Æ 2 +* +«'•) • 

Ce coefficient peut aussi s’exprimer en termes finis de cette manière 

/ \-i 

i fà.<p[y ) y ( * ) 

a “~ i.i. 3...7^\ dv ) ~ ï 

, ,, , , (d . <pW)y dr.tpfv) . .. 

pourvu qu en développant on change 1 — - — \ en — J~p > comrue on * e fait 

j >otir d’autres formules de la même espèce. Alors en substituant dans l'équa- 
tion (4) les valeurs de a, , a t , a i , etc. , exprimées de cette manière, on aura 
la formule 

/ «j-rfr) v-i 

-(/?,) ct,r. 


.u 




dans lequelle il faut changer ^ ^ en > a près avoir développé, et 
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f a ; re v = o , après les différentiations. On pourra développer de la même ma- 
nière 2* P\. z ) 5 et en géuéral 2 P^ 2 ) > A ?( 2 ) > etc - 

Etant donnée l’équation 

x" — fl, x'*" — a„ x" - ’ : —fl, =o , 

si l’on exprime par P m la somme des puissances m . rae ‘ de ses racines ,on a toujours 

(5) P m = «. Pm - 1 + P— > + ma - » 

et par suite 

P = a, P»-î + (»-!)«_, , 

/>_, = a, P«_3 + P-4 + ("»-») a -* » 

etc. , 

et si Ton substitue ces dernières valeurs dans leijuation (5} il en résultera la for- 
mule 

P n — nia m a„_, («,) -(- (m-a) ««_, (<*» + «i («■)) + ("*~0 fr + elc - > 

dans laquelle le coefficient /3, se forme en changeant méat dans tous les ter- 
mes précédens, et négligeant tous les coefficieus numériques externes. Si l’on 
avait commencé par substituer les valeurs de P, , P, , Pj , etc. , dans 1 équa- 
tion (5) , on aurait obtenu l’expression 

P m =ma„+fl m _ 1 (a.) +a^(afl,+o.C«.))+fl^3(3aj +«,(*,)+«. («*+«. («,)))+etc. , 

qui ne diffère de la précédente, que par la disposition des termes dont elle se 
compose . 

On doit observer que ces formules sont exactes seulement pour des valeurs 
de m entières, positives, et plus grandes que zéro; et qu’il faut s’arrêter lorsqu’on 
trouve des coefficieus à indices plus petits que l’unité. Lorsque m=o , on a 
P„=n, et si m a une valeur négative, on divisera lequatiou proposée par a„ x* , 

et en faisant — —y , on cherchera la somme des puissances —m. me> des raci- 
nes de la nouvelle équation en y qui en résultera. 
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Si l’on décompose la série qui exprime la valeur de/*,,, en autant de séries 
partielles qu’il peut y avoir de facteurs algébriques, on aura 


ma m 


P„ = 


+ (a,) + ('«-») «-G («») + ("»- 3 ) a„_3 (a 3 ) -f etc. 


4-(/n-2) (a,) (a,) -f (m- 3 ) a „_ 3 (a, a, -{- a, a,) -f etc. 

etc. 

et on trouvera aisément , comme on l’a fait pour le polynôme , 


P m = ma* + 


rem 

2 


2 iog 2 


«,=*- H-i 


('«-"*.) [« — „.] , 


en faisant toujours m a = ni . 

Il est clair que l’on pourra écrire aussi 




M- 1 

2i«e2 2 i°g «* 

e (m-m,) a mm e 


et ces deux expressions seront équivalentes . En appliquant cette formule à 
l’équation 

(x-i)-" (x’-i)(x-i) = o, 

et en indiquant par la somme des diviseurs de n, on aura par la notation 


* - a\.. 
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de Vandcrmonde l'expression 

f(n)—n= 


rt+»-3] [o] ... *^j+«-j(3z a ±z)-i J £ o J ... etc.^| 

( / <|.| i -a n -1 2 -n *-3 3* r ”1 T T \ ) / , i -i ° \\ 

4jr°j”- *[«-'- n -J( 3s!,±s )- 2 J|_ ° J - etcjj (-( [/»] [o] - [ »- 1 ] [<>]) J 




n-u-Jj'Sa'r+t) J(3»’±»)+i«i . 

( / n-il U-» »-M*l B-JI+I p 1 r "1 \ r 

+(n-t*K-I [«+«-«-! j[oJ-[n+n-«-3] [oj *1 n+n-u-lÇiz' > ±z)-i II o etc. I > A u 


dans laquelle la loi des termes est manifeste , puisque le coefficient Â u se forme 
en changeant eu u la seconde n comprise entre les crochets des factorielles , dans 
tous les termes qui le précèdent, et en faisant n=u dans tous les exposans de 
ces mêmes factorielles: porvu que l’on égale à l’unité tous les cocfficiens numé- 
riques externes (tels que n, n — i, n — a, etc.,) des termes précédens . Ainsi 

n-s s-n 

par exemple un terme de la forme ± (» — s) — -s — i] [o] , se changera en 

U-f J-U 

celui-ci =£ [ «-t-u—ï — il [o] . Il est clair que toutes ces séries s’arrêteront lorsque 

A —A 

dans un terme quelconque de la forme [»- \-A-~i ] [o] , A sera un nombre 

entier négatif. 

Ainsi par exemple en faisant dans cette formule successivement n=i , 
n=-i } n=3, etc., on aura 


l 
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/(O— ([*J[°] — [°î[°1)= '-1+1=?'. 

I 

/(a)=a_a([3] [o]’- MM- [i ][o1)+([ai [o] - [. ]° [o]) ([ >J [oH-ÎM) 

= a — a ("7S — a “ ’) + C a “ *) 0»- ') = a -° + i = 3. 
f®F= 3~3 ([ 5 ] [o] - [4] [o] - [ 3 ] [o]) +a([4] [o] - [ 3 ] [o] - [a] [o] ) ([3] [o] - [a] [o]) 

+ ([3] M - N [o]) ([4] M - [3] [o] - [a] [o] - (piw-ww) 1 ) 

- 3 - 1 ) (3 -') + (3 - ,) (^'< 3 -ÿ) 

=3 — 3 ( io-6-3) -+ a (6-4) a +- a (6-4 - 4) — 3-3 +- 8-4 = 4 • 

etc. 

S'il s'agissait de déterminer les coefficieos de l'équation 

jt" + A, x"- -\-A, x - 3 -l r A n =o , 

dont les racines sont connues, en indiquant par P s< la somme des puissances 
r 0 . mM de ses racines, on aurait 

«=*- H *A= : +- i 

É iog 2 

J -—k e p :[-h 

Etant proposé d’éliminer^ entre les deux équations 

y m +■ e, y~" -+ e, j" -1 -+ e m = o ; 

y" + l ',y n ~' +h y"~ a + *»=<>> 
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l’éqnation résultante après l'élimination sera celle-ci 



Dans cette formule A, représente le coefficient de dans le développe- 


ment de la fraction 

*, -f- i b t z -f3i 3 z* 4- nb n z"~' 

* 4“ b, z b 3 z* 4- b„ z" 

et P. exprime la somme des puissances —q. mca des racines de l'équation 

y" + e, y”~' 4 - e « y""' + e - ; 


et comme les valeurs de A„ et de P. peuvent se déduire des formules que nous 
avons trouvées précédemment, on substituera ces valeurs dans l’équation (6) et 
le problème sera résolu complètement. 


Nous avons trouvé depuis long-temps les formules démontrées dans ce mémoire: elles ont été 
exposées dans deux mémoires que nous avons présentés en <8x3, et en i8a5 , à l'Académie Royale 
des Sciences de Paris. 
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MÉMOIRE 

SUR LA THÉORIE DE LA CHALEUR. 


INTRODUCTION. 

Xjorsque l’illustre géomètre, qui le premier a découvert les lois de la pro- 
pagation de la chaleur, s’occupa de cette théorie, les physiciens admettaient pres- 
que généralment, que le refroidissement des corps s’opère d’après la différence 
qui passe entre leur température, et celle du milieu environnant. Depuis cette 
époque MM. Duloog et Petit sout parvenus , par des expériences délicates et 
variées, à découvrir la véritable loi d’après laquelle la chaleur se propage à la 
surface des corps . Cette loi remarquable, et entièrement différente de celle que 
Newton avait énoncée, paraissait devoir exciter l’attention des analystes, et les 
engager à connaître les modifications qu'elle introduirait dans les résultats du 
calcul : mais on a dû remarquer, que dans les recherches plus récentes qui ont 
été publiées sur la théorie de la chaleur, on parlait toujours de la loi de Newtou. 

Losqu’il s’agit de températures peu élevées, on peut supposer sans erreur 
sensible, que le refroidissement s’opère d’après la différence des températures; 
mais il n'en est pas de même dans le problème général , et quoiqu’on ait cru que 
l'erreur ne devenait apréciable qu’à des tem|>éraiures très-élevées, déjà à la cha- 
leur de l’eau bouillante, on commet une erreur de presque deux degrés du ther- 
momètre centésimal, dans l’équation différentielle qui exprime le mouvement 
de la chaleur; et celte erreur qui affecte à la fois la valeur de l’inconnue, et la 
forme sous laquelle elle se trouve dans l'équation différentielle, doit devenir 
bien plus sensible dans l’intégrale. Il est vrai qu'en parlant de la loi découverte 
par M. Dulong , les équations que l’on obtient ne peuveut plus être intégrées en 
termes finis avec les méthodes conuues; mais il ne parait pas toujours permis 
dans les problèmes physiques de s’écarter de la nature, pour simplifier l’analyse 
qui sert à les résoudre: et d’ailleurs si une première approximation est suffisante 
pour les inventeurs d’une théorie, il faut que des recherches ultérieures rappro- 
chent d’avantage le calcul de l’expérience. C’est ainsi que Newton ayant découvert 
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( IX ) 

Il me reste à parler d'une chose: mes compatriotes trouveront 
peut-être étrange que faie écrit cet essai en français. Personne n’aime 
sa patrie plus que moi; mais cet ouvrage, qui par sa nature ne doit 
avoir qu’un très-petit nombre de lecteurs, resterait absolument incon- 
nu dans les pays où l’analyse mathématique est cultivée avec le plus 
de succès, s’il n’était écrit dans la langue qui est la plus généralement 
connue en Europe. Ainsi je ne dois que prier mes lecteurs de me par- 
donner les fautes qui, sans doute, me seront échappées en écrivant 
dans une langue étrangère. 

Florence le 1 6 Janvier 1829. 
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MEMOIRE 

SUR QUELQUES FORMULES GÉNÉRALES D’ANALYSE- 


INTRODUCTION. 

T 5 

I J algèbre présente un grand nombre de problèmes, tels que le dévelop- 
pement du polynôme, la recherche des fonctions symétriques des racines des équa- 
tions algébriques, l'élimination , etc. , dont la solution dépend dans chaque cas par- 
ticulier des principes les plus élémentaires, tuais qui offrent de grandes difficultés 
quand il s’agit de les résoudre eu général. Ce|>eudani le défaut de formules se 
fait sentir chaque fois que la solution d'un problème exige, que l’on connaisse 
le résultat général des opérations qu’on sait effectuer seulement dans les cas 
particuliers; et comme celte circonstance se renouvelle souvent dans l’analyse, 
il en résulte une imperfection qui plane sur toute l’étendue de la science. Cotte 
imperfection disparaîtrait si l’on savait, dans le développement d’un polynôme 
quelconque, trouver le terme général sans qu’il fût besoin de connaître les termes 
précédeus, comme cela parait nécessaire au premier abord; car cette question 
renferme toutes celles de la même espèce que nous avons énoncées ci-dessus . Les 
géomètres allemands, qui se sont beaucoup occu|>és de ces recherches, ont tâché 
de tirer le développement du polynôme de l’analyse combinatoire , dont Leibnitz 
avait donné la première idée; mais leurs procédés qui reposent presqu’entièreineut 
sur la partition des nombres, (opération qu’on ne sait pas effectuer en général) 
ue peuvent fournir que des règles didactiques, et |>oini de formules générales. 
D’autres analystes ont ramené ce problème au’calcul différentiel et aux intégrales 
définies: ces méthodes qui sont plus directes, exigent cependant que l’on connaisse 
les différentielles successives de certaines fonctions; et comme pour les obtenir 
il faut développer ces fonctions eu séries, il est clair que le problème revient en 
dernière analyse à ce qu’il était d’abord, puisque il faut calculer les termes 
précédens pour avoir celui que l’on cherche. Aiusi jusqu’à présent, il n’y avait 
aucune formule générale, qui ofTrit sous une forme concise tous les termes dont 
le développement d’une fonction polynôme se compose, sans qu’il fût nécessaire 

Tom. I. i 
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de faire au cane opération préliminaire. Cependant il semble que dans l’état 
actuel de l’analyse il faut renoncer à tous les moyens pratiques, comme l’on 
a depuis long tems abandonné les constructions graphiques pour la solution des 
problèmes; et que l'on doit chercher des formules générales, qui aient pour 
caractère spécial de résoudre la question dans sa plus graude étendue, sans qu’il 
soit nécessaire, pour les appliquer aux cas particuliers d’effectuer, d’autre opération 
que celle d’y substituer les quantités connues. Chaque fois qu’une formule ne 
remplit pas ces conditions, elle est incomplète; pareeque la valeur d'unequantité 
qui eu dépendrait, ne saurait être substituée dans une autre expression. 

Pour résoudre les questions qui nous occupent, nous avons ratneué d'abord 
le développement d'un polynoine à une équation aux différences d’ordre indéfini, 
dont l’intégrale exprimée en série nous a donné le terme général du développe- 
ment cherché: puis nous avons partagé cette série en autant d'autres séries par- 
tielles qu’il y a de facteurs dans les termes qui la composent; et nous avons pu 
de cette manière en obtenir la somme en termes finis. La formule que l’on 
trouve ainsi , est presqu’aussi simple que celle qui exprime l’intégrale de l’équation 
linéaire aux différences du premier ordre, et lui ressemble à quelques égards. 
Ou en déduit de suite une expression des nombres de Bernoulli, plus complète 
et moins difficile à calculer que toutes celles que l’on connaissait jusqu’à présent. 
Ceci nous conduit à exposer une formule assez simple, qui sert à développer par 
les puissances ascendantes de la variable, l'intégrale iiuie d’une fonction quel- 
conque. 

La méthode dont nous avons fait usage pour développer le polynôme, sert 
encore à trouver la somme des puissances des raciues d’une équation algébrique 
quelconque; on obtient dans ce cas deux dèveloppemens, qui en dernière analyse 
sont identiques, et on les somme de la même manière que la série que l’on avait 
obtenue pour le polynôme. Nous déduisons des formules qui représentent ces 
dèveloppemens , une expression générale de la somme des diviseurs d un nombre 
quelconque; somme que l’on n’avait jamais pu soumettre àaucuueloi régulière: 
et nous montrerons dans la suite comment ces mêmes formules peuvent servira 
trouver directement un nombre premier plus grand qu’une limite quelconque. 
Lorsqu’on connail la somme des puissances des racines d’une équation, toutes 
les autres fonctions symétriques des mêmes raciues s’en déduisent: mais uous 
u’avons pas cru nécessaire de uous arrêter à exposer les formules qui les repré- 
sentent. Cependant uous avons pensé qu’il ne serait pas tout à fait iuulile de 
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donner la formule générale d'élimination, entre deux équations algébriques de 
degrés quelconques; et nous L’avons exposée en négligeant la démonstration 
qui est très-facile a retrouver. 

Les formules que nous exposons dans ce mémoire, offrent l’avantage de 
pouvoir introduire dans le calcul, sous forme finie, le résultat d’opérations qui 
dépendent de développernens très-longs à effectuer. Nous avons cru nécessaire 
de les placer à la tète de ces recherches, à cause des applications fréquentes que 
nous en fairons dans la suite, à l’analyse numérique et à diverses questions de 
calcul intégral. 


ANALYSE. 

H J tant proposé de développer suivant les puissances asceudantcs de z , le 
polynôme indéfini 

(i-f -KrS x +etc.) =1 -\-y,z+y*z' -f^s'-j-etc., 

si l’on prend la différentielle logarithmique de chacun des membres de cette 
équation, et que l’on égale les coelliciens des memes puissances de z, on aura la 
suite d’équations aux différences 
y ,= ma, ; 

2 y,= 5m<7, + ( ; 

3y 3 = 3ma î -j- ( im - — t ; 


(0 xy I =xma x +((x-i')m-i )a,_, y , + j,-f- etc. ; 


et en substituant dans la dernière, les valeurs dey, ,y, ,y 3 , etc., déduites des 
équations précédentes, on aura l’intégrale de l’équation (i) exprimée en série de 
cette manière 




1 )«,(/«« 


) 


+ ((x-0m-/)^i + etc., 

et il sera facile de saisir la loi des termes, puisque le coefficient /3 ( , est égal à la 
somme de tous les termes préeédens dans lesquels on a changé x et t. 
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A laide dus substitutions successives ou peut toujours exprimer en série l'in- 
tégrale d’une équation aux différences; mais les formules que l’on obtieut de cette 
manière manquent de symétrie, et ne peuvent pas aisément se représenter à 
l'esprit; pour les rendre utiles il faut les réduire à une forme finie, et c’est ce 
que nous allons faire maintenant. 

Si dans l’équation ( 2 ) on réunit par groupes les termes composés de deux, 
de trois,.... de «-j- 1 facteurs, (en ne considérant comme facteurs que les coef- 
licicns indéterminés a, , fl, , ,... « r , etc., du polynôme) et si l’on désigne 

ces groupes par A , , A 3 ,....A U+I , etc., on aura 

xma x 

x 

;-((a-- , )w-i)^^ma I )4-((x-2)m-»)^^m«,)-(-((a--3>«-3)”-ji(ma3) 

.... -)-^(x— l)m— t j (//ta,)- j- etc. 

(im-i)a,( wfl,)+(OT-a>,(ffM,)\ + etc 

— — -f - Ai -j-A^, +etc. 

Maintenant le groupe A a a pour terme général l’expression — ina I ^ (x—x ,)///— x, j 
dans laquelle x, reçoit successivement les valeurs 1 , 2 , 3, .... JE— 1 ; 1 on aura donc 
A, — ^ -i ma It ( (x-x ,) m-x 

en intégrant entre les limites x,= i, x,~x. Le groiqie A } a ]>our terme général 

~T a *> (( x i-' r 0 OT “- r ») a *.-'. , 

où il faut donner à x, toutes les valeurs 2 , 3, 4i JC-i ; et faire successi- 
vement x,— 1 ,2,3, JE.-i ; on trouvera par conséquent 


+ *>< 
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en intégrant eutre les limites 

x,=2, x,=.r ; x,=i , jc,=x, . 

Et eu général on aura l'équation 

^, + .= 

où il faut intégrer entre les limites 

J* i ^ » X t ““X j JC^— — U - I j -Tj- — X t j ■t’3— f X3 X t j .... X u 1 y X U ——X . 

En exprimant les intégrales définies aux différences par la notation deM. r Fou- 
rier, ou aura 


ï,ai 


'-=2 2 2 — 


*. = i ^.a , 1 .jr,....a 11 _| 

mais comme l'on a 

=r i,ci, t 


I ((- 1 U '0 W J '| .... 

1 


2 2. 2 = 

* , =/« JjaM-i XfSI 


fsu-fl r.r^x^, 

2 log 2 

*=i j,au-i+i 


C étant la base des logarithmes hyperboliques , et que l’on a aussi par la 
nutation de Vandermondc 

— — — — ((jst.^nr, ( (x u _,-x„)m-x u k ^ 

<r «JT | ■ i«r 11^1 x * * 

V 

= [ 777 - ( G*»-.- — • z ») m — r “ H — *.] 


on trouvera 


naii+i 

2 log 2 

J=l X r C3»/-»+l 


x. [- 7 — {(•*., -.-^») TO -- r - ) a ^,^r. J 


Digitized by Google 



et puisque 


r, — ma x +^£j A u+l , 


on obtiendra enfiu 


.y z =ma x -\- 


U~ X 

2 


2 log 2 


u 

)«, J 


en faisant x 0 =x. O 

On peut encore réduire cette expression à la forme suivante 




« = x 

2 


JC ,0 S ^ 2 
e 


rcu 

^ 1<>g ~((' r * - - r *4-' ) OT- - r =+> ) 


a*. 6 


en exprimant toujours par Q la base des logarithmes hyperboliques, et faisant 

x a ~x. 

Ou sait qu étant donnée la série 


1 + j. *+r* ■ 


•+J* z'+etc. ; 


— -i n (- 


...+ 


i.a i.a.3 i.a.3....(x+i) 


+etc. 


(*) Nous aurions pu nous épargner cette réduction , en écrivant T 0 au lieu de x dans tout ce 
qui précédé; mais nous ntü’avous pas fait , h cause des difficultés typographiques , que nous aurions 
rencontrées dans l’impression des formules exposées dans ce mémoire ; difficultés que le manque 
des caractères nécessaires rend plus grandes en Toscane qu’ailleurs . 
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les nombres de Bernoulli seront exprimés par la relation 

1.2.3 (x+i)j i+1 . 

Si à présent on fait daus la formule (3) 


i.2.3...(x u +i) 


x, 4- 1 

[•*■«+'] 


[a] Jx =-[.aj 


^ 2i»s2 

2j - (“O" 


e 


XS-, 

[■*•+'] 


*VH 

[*•+>] 


**-1— 


( ' 



( ' 


\ i.2.3....(a + i) i. 2.3 x' 

l « -1/ 

' / 

/ i.2.3....(x-i) 

' 1 

y 1.2.3 1.2 

1 ( 

( !.«' 

^ I.2.3....X l.2.3.—(x-l)\ 1.2) J ) 


Eu fai>aul dans cette expression successivêhieul.r=i ,2,3, etc., on obtiendra 
les valeurs déjà connues 


B o = — -fi ^.=-(--r + T) = v Î 

/?,= 6 (— ± +-L + 2-—-L)= o; etc. 


Cette formule est assez simple, et le calcul numérique, pour chaque cas par- 
ticulier, en est plus aisé que dans les expressions connues jusqu’à présent: d’ail- 
leurs elle est générale, et fournit même la valeur de B a = î-, que d’autres 

formules (celle de La Place par exemple) ne donnent pas:nou$ l'avons rapportée 
comme une application très-simple du développement du polynôme que nous 
venons de trouver. 

Les nombres de Beruonlli ne sont au fond autre chose que les coeflicieus 
des diverses puissances de la variable daus le développement de 2 s", multipliés 
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tâché da vaincre cette difficulté, mais les méthodes qu’ils ont inventées, quoique 
très-ingénieuses, deviennent souvent impraticables à cause de la longueur exces- 
sive des calculs qu’elles demandent. Et d’ailleurs il est très-difficile de s’assurer, 
que parmi les termes qu'on néglige il n’en existe aucun qui devienne sensible au 
bout d’un tems très-long : de telle manière que ces méthodes exigent presqu’autant 
de sagacité pour les appliquer, qu’il fallait de génie pour les découvrir. Toutes 
ces difficultés paraissent devoir se retrouver dans les équations aux différentielles 
partielles ; cependant si au lieu d’intégrer complètement la première des équa- 
tions linéaires que nous avons obtenues, pour prendre des intégrales particulières 
des autres, comme on le fait pour les équations différentielles ordinaires, on 
commence par prendre des intégrales particulières, des premières équations que 
l’on veut considérer, et que l'on n'intègre complètement que celle à laquelle on 
veut arrêter l’approximation, on obtiendra le nombre de fonctions arbitraires qui 
est nécessaire pour satisfaire à toutes les conditions du problème, et ou sera assu- 
ré, comme on le démontre directement, de pouvoir éviter toujours les arcs de 
cercle. Nous avons effectué le calcul que nous venons d'indiquer, sur les deux 
premières équations linéaires que fournit le problème, et nous avons trouvé une 
formule qui se compose de celle que M. Fourier avait déjà donnée, et d’uu 
terme de correction multiplié par une petite quantité. En embrassant un plus 
grand nombre d’équations, on trouverait la même expression, plus des termes 
multipliés par les puissances ascendantes de la petite quantité par rapport à la- 
quelle on a dévelop]>é. La méthode que nous venons d’exposer, peut s’appliquer 
à l'intégration par approximation d’nne classe assez étendue d’équations aux dif- 
féreutielles partielles ; mais ces recherches ne sauraient trouver place ici, et elles 
formeront le sujet d’uu mémoire particulier. 

Pa rmi les nombreux corollaires que M. Fourier a déduits de son analyse, 
il en est un fort remarquable qui prouve, qu’après un tems considérable la demi- 
somme des teni|>éraiures de deux points diamétralement opposés dans l’armille, 
forme toujours une quantité constante, et ég.de il la température moyenne. Ce 
résultat a été confirmé avec assez de précision par l’ex])érience , et il était inté- 
ressant de voir commcut on tirerait la même conséquence de la loi découverte 
par M. Dulong. Eu partant de la température donnée par notre formule nous 
obtenons le même théorème, et noos démontrons qu’il dérive également de 
1 hypothèse de Newton, et de la loi observée. 

Ensupposaul le refroidissement proportionnel a la différence des températures, 
Tom. I. 3 
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on trouve qu'en plongeant 1’extréiniié d’une barre de petite épaisseur dans 
une source constante de chaleur, lorsqne l'équilibre des températures se sera 
établi, la distribution de la chaleur dans la barre pourra ctre exprimée par une 
courbe logarithmique. Si l’on part de la loi observée, on obtient une équation 
différentielle qui n’est plus linéaire, mais qui peut cependant s’intégrer , et dont 
l’intégrale fait voir que ce n'est que pour des températures très-peu élevées, que 
l'état permanent de la barre peut se représenter par une courbe logarithmique: 
lorsque la chaleur augmeute, cet état dépeudra d’une transcendante elliptique, 
et en général il sera donné par une transcendante d'un ordre d’autant plus élevé, 
que la température sera plus grande. 

L’intégrale de l’équation différentielle, qui exprime lelat permanent des 
températures dans une barre très-mince, n’est propre qu’à donner les tempéra- 
tures d'une partie de la barre comprise entre deux foyers successifs: cela est 
évident dans le cas du mouvement linéaire, et tient à ce que l'équation diffé- 
rentielle que l'on a trouvée, ne se vérifie pas aux points qui servent de foyers . 
.Mais lorsqu’il s’agit d’un corps d’une figure quelconque, qui a été échauffé 
primitivement par plusieurs foyers situés à sa surface ou dans son intérieur, il 
devient difficile de séparer les diverses parties du corps, pour chacune desquel- 
les l’intégrale que la théorie fournit doit se vérifier, et de déterminer les limites 
au delà desquelles elle donnerait une valeur fautive. Le corps se subdivise alors, 
par rap|K>ri à son état calorifique, en d’autres corps dont les surfaces de contact 
jouissent de la propriété du maximum, ou du minimum de température. La 
détermination de ces surfaces-limites conduit à trouver un grau nombre de pro- 
priétés importantes dans la théorie de la chaleur, comme nous le montrerons 
dans une autre occasion . 

Lorsqu’on cherche à connaître le mouvement de la chaleur dans un corps, 
on exprime la température d'un point donné eu fonction de ses coordonnées, et 
du tems écoulé; mais pendant que le corps s’échauffe ou se refroidit, toutes ses 
molécules se déplacent à cause du changement de volume produit jwr les varia- 
tions de la température. On a négligé jusqu’à présent, dans la théorie mathéma- 
tique de la chaleur, l’allératiou du volume des corps; mais ce phéuontèue, 
le plus remarquable et le plus constant de tous ceux qui dépendent de la chaleur, 
ne nous parait pas de nature à être négligé. En considérant les dilatations linéaires , 
nous donnons la formule de correction, qui doit servir à déterminer les coordon- 
nées du point dont on connaît la température. 
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Nous n'avons traité, dans ce mémoire, que les cas les plus simples de la 
théorie de la chaleur; mais nous nous proposons de reprendre ce travail dans la 
suite, et d'appliquer notre analyse à des questions plus compliquées. 


ANALYSE. 

§i l’on renferme une armille circulaire homogène de petite épaisseur , 
dans une sphère creuse, qui ne contienne ni air ni aucune autre espèce de gaz, 
de manière que le centre de 1 armille coïncide avec le centre de la sphère, et si 
le rayon de celle-ci est beaucoup plus grand que le rayon de l’armille, les 
parois de la sphère étant d'ailleurs entretenues à une température constante 
quelconque, il résulte du principe de la communication de la chaleur, et de 
la loi du refroidissement découverte par M. Dulong, que le mouvement de la 
chaleur dans l' armille sera exprimé, à très-peu près, par l’équation 


dv 

dt 


ad*v 

dx* 


-f c(/— i) = o, 


dans laquelle v exprime l’excès de la température du point que l’on considère, 
sur la température de l’enceinte; x représente la distance, comptée sur l’armillc 
même, de ce point à l’origine des coordonnées; t est le terns écoulé depuis 
que l'armille a abandonné l’état initial des tem|>ératures; et p, a et c, sont des 


30 _______ 

constantes dont la première a pour valeur Vi, i65, et les deux autres se dé- 
terminent par l’expérience dans chaque cas particulier. 

En effet, l'équation que M. Fourier a trouvée, en supposant que le refroi- 
dissement s'opère d’après la différence des températures, est de la forme 


(7) 


dv 

Ht 


ad*v 

dx* 


+ Cv= o, 


et en y substituant au lieu de Cv, le terme c.{j) — i) qui exprime la loi du re- 
froidissement dans le vide, d'après les expériences de MM. Dulong et Petit, 
on aura l'équation 


( 8 ) 


dv 

dt 


ad 7 v 
dx 2 


-fc(/— I ) = o, 
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que nous avions déjà indiquée. 

Avant d’aller plus loin, il convient d’examiner un résultat que l'on a obte- 
nu en faisant t»=e -c< t< dans l’équation (7); car par cette substitution elle se 
transforme dans la suivante 

du ad'u 

dt dx :* ° ’ 


qui est la même équation (7) dans laquelle on a supposé qu'il n’y avait aucune 
déperdition de chaleur à la surface; d’où il résulte que dans l’hypothèse de 
Newton, le refroidissement qni s’opère à la surface ne change pas la loi de la 
distribution de la chaleur. Mais comme il n’est pas possible d’effectuer une ré- 
duction semblable sur l'équation (8), qui dérive de la loi observée, il faudra ad- 
mettre qu’en nature, même dans le mouvement linéaire, la distribution de la 
chaleur est troublée par l’effet de la déperdition qui a lieu à la surface . 

Maintenant si l'on fait log p=$, l'équation (8) prendra la forme 


dv 

Ht 


ad'v * 

a? + c(**-i)“o, 


l’exposant log (7^) étant une très-petite quantité; et si l’on développe 

en série l'exponentielle dans cette équation , on aura 


dv ad'v , cl'v' ci 3 v 3 

HT — HH? + c * v + TT + 773 + etc ’ = 0 


et par suite, en faisant cî=zb, on obtiendra 


dv 

Ht 


ad'v 

dx' 


btv * bi'v* 

+ bv -f- — o e ^ c - 

i.a 1.3.3 


o . 


Si l’on fait à présent 

v = v + * v, + * r, + ** r, + «‘c. , 

et que l’on substitue cette valeur dans l'équation précédente, en ordonnant le 
résultat par les puissances ascendantes de f, ou trouvera 


, , dV ad' F MF, ad' F, bF'\ /dF, ad' F, „ 
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et ea égalant à zéro séparément les coefEciens de chaque puissance de S, on 
aura les équations 


dV aA ‘‘ V 

dt dx* 

dV, ad'Vt 

dt c ix* 


+ bV = o , 


+ bV, 



° , 


dV , 

dt 


ad'V, 

dx' 


+ bV* + bVV x + 


bV* 

1.2.3 


o . 


etc. , 

dont le nombre sera déterminé par l'exposant de la plus grande puissance de J, 
que l’on veut considérer. 

En intégrant la première de ces équations, on obtiendra la valeur de V 
qui étant substituée dans la seconde équation , servira à déterminer V x et ainsi 
de suite, en introduisant dans la dernière équation les valeurs des inconnues 
déduites des équations précédentes, on déterminera une nouvelle inconnue. 
Mais il faut observer, qu’au lieu de prendre l’intégrale complète de la première 
équation, pour la substituer dans la seconde, et puis intégrer complètement 
celle-ci, pour substituer encore la valeur de l’inconnue daus la suivante, et 
ainsi de suite, on pourra exprimer 

y, r,,r,,r 3 , , 

par des intégrales particulières, et S" étant la dernière puissance de i que l'ou 
veut considérer, il suffira d’intégrer complètement l’équation multipliée par J", 
qui comprendra les différentielles de V n et les quantités connues V, V l , 
Vi y n—\ 5 car l’intégrale complète de cette équation, contiendra tou- 

tes les fonctions arbitraires, qui sont nécessaires à la résolution générale du 
problème. 

Supposons par exemple que dans l’équation (9) on veuille avoir égard à la 
première puissance de è seulement , et négliger toutes les autres-, on auia les 
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deux équations 

dV ad'F 

~dt ïïx? lV= °> 

dF, ad' F, hI/ bV* 
dt dx' ' ' ^1.3 * 

dans la première desquelles on prendra une valeur particulière de F, pour la 
substituer dans la seconde équation, que l’on devra intégrer complètement. 
Maintenant, on sait que l'on satisfait à l’équation 

dF ad'F 

~dt ~ ~dx' + lV ~ 0 » 

en faisant F — ( sin nx + cos rur)e 1 + ° J ; n étant une constante indé- 
terminée. Si l’on substitue cette valeur de F dans l’équation 

dV, ad’F, tv 

h dp~ + 6r ' + ~ = ° • 

on aura 

dF, ad' F, b , . . — i( 6 +«v)t 

~ t t- b ^x + — (“«»*+ cos nxy e 


dt 

dF, 

dt 


dx* 

ad' F 
dx * 


b . „ — Wfr+a»’)* 

-j- bF, -|* - — ( i -j- sin a nx)e =o, 


et en faisant F, —y e Z, (y étant fonction de x seulement, et Z 

fonction de x et de on obtiendra, après avoir divisé par e ' 1 , 

/ . » ad'y b , . . dZ ad'Z , _ 

a {b + an')y + - J S- —by— — (i + sinanx) — -% + -%£• ~ éZ =<V 

et si l'on égale à zéro séparément les ternies qui contiennent Z, on aura après 
les réductions, les deux équations 

d'y /b \ b , . . 

a? + (7 + ™')y = -(.* + s,na,u: )’ 
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ST ~ + 12 = ° • 

dont la première a pour intégrale 
b 


{ E ~ + /i f d < t -j-sinanjr)sin x /f m^i'.osxyf - 

ia t/ f- n / a 

y I 

) + (** , b fdx( t-j-sina/ix^osx"^/— -j-an 1 ^ sinx / â + : 

ia t/ — ' ’ 

" a 


-|- in? 
et par suite on obtiendra 

y = E, cos j- — j- a » 1 -\-E % sin x — f- a ri 1 

Si l'on intègre à présent l'équation en Z, on aura 


1 

sia 2 nx\ 

à-j- icin* 

b~ lan y 


Z = (« p sinyvx-j- b p cwpx^ e 


— ( b+ap*)t 


a p , b p et p , étant des quantités quelconques; et comme l’équation (10) est 
linéaire et ne contient pas de terme indépendant de Z, il s’ensuit qu’elle sera 
satisfaite par une somme de termes semblables à la valeur de Z que nous avons 
déjà trouvée, pourvu que les constantes a p , b p , p , soient différentes. Et par 
conséquent l’intégrale complète de l’équation (10) sera composée d'une suite in- 
finie de valeurs semblables à celle que nous avons déjà obtenue , pourvu que 
l'on change convenablement les consiautes arbitraires. 

Maintenant, puisque Z contient une infinité de constantes arbitraires, on 
pourra dans la valeur de y supprimer les deux constantes /;, , L\ , qui ne ren- 
draient pas plus générale la valeur de V x ; alors en faisant E, =.£, = o, on 
aura une valeur de^y qui ne contiendra plus les fonctions 




» 
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Soit r le rayon de l'armille dans laquelle on suppose que la chaleur se 
propage ; sa circonférence sera égale à irr , et il est clair qu'en exprimant par v 
la température d'un point dont la distance à l'origine est x , la valeur de v ne 
devra pas changer lorsque dans la formule qui exprime v> on mettra x-|-arr, 
à la place de x : par conséquent il faudra, dans les valeurs de V , et de V t , 

faire n = — , et p= - ; mets étant deux nombres entiers positifs quelcon- 
ques: on aura donc, eu négligeant les puissances supérieures de 3 , 

— )t 

v=r+»r, = V+>(y e +z) 


/ . mx nx\ ' , / .sx sx\ ' ' 

— --fcos-— je -f “ ^.» ,n Tr + ^.cos -J Je . 


br* / 1 


T + 


2 ybr 1 -j- xam % br i — 2 arri 


sin — \ 

>r* - 2 am 1 / 


Je 


-K“-> 


mais 


-(*+?> 

is le premier terme ^sin^^ -j-cos-^— ^ C de cette formule 

pourra être compris sous le signe 2 , puisque la valeur de m devra se trouver 
parmi les valeurs de s ; et en faisant 3 a, = A, , et 3 b, — B, , on aura 


V= 


2 (a. S'»> —j- + -®. COs 

. a mx 

_ 1 , sin ~ ) 

a yir’-f-aam 3 ' br* — 2 ani 1 / 


-(•♦?> 


-<**"> 
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et cette formule exprimera le mouvement de la chaleur dans l’armille. Pour 
déterminer la fonction arbitraire ou, ce qui revient au même, la série des ternies 

> *^a j -^3 » -^j i etc. , 

B t > » B) )••••>■ B, , etc. , 


ou devra faire <=o,et ou aura v égal à la température initiale, que nous 
exprimerons par la fonction y(x), et qui étant développée en série suivant les 

sinus et cosinus des multiples de l’arc ^ servira pour déterminer les coefficiens. 

Si dans la formule (i î) on fait J— o , on obtiendra l’expressiou que M. 
I'ourier a trouvée le premier en partant de l’hypothèse de Newton . Pour déter- 
miner m, on devra prendre le nombre entier le plus petit qui ne satisfait pas à 
l’équation 

br 1 =t a ain' — o , 

puisqu’on aura de celte manière la valeur la plus approchée, et on sera assuré de 

ue pas rencontrer des arcs de cercle qui détruiraient l’effet de l’approximation. 

Lorsque les conditions du problème permettront de faire m— o, le terme de 

• i -i • • . , . , J — »W 

correction, pour la première approximation, se réduira a e ; et on 

trouvera que ce terme est indépendant des coordonnées, et qu’il ne dépend que 
du teins. 

On a vu qu’en faisant E t — E->—o , on obtenait 


aol/ — a n 1 
’ a 


cosx 


y an>^- tj'dx (i-t-sinanx)sinxy/ 


— sinxy^a n’-f-— J' dx a »x) cosx-^/a/* 1 -f-- 


b / i sinanx\ 

a vi-j-aon 1 é-aon’y 


Tom. I. 
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de manière que les fondions cos x A/ {?_ i ^ ^ siii x %/ [_a«* , 

s’évanouissaient d’elles-mèmes dans le calcul: il était nécessaire que celle réduc- 
tion put s’effectuer, autrement la temjjérature v ne serait pas restée la même en 
changeant x en x-j-arr , dans la formule qui la représente. Cependaut cette 
réduction, qui a paru un résultat de calcul, aura toujours lieu quel que soit le 
nombre des puissances de $ que l’on considère; en effet ou a toujours l'équation 


cos ax 


; cosax 


r J'dxp(x)s\n ax — ■i\aaxj' dxp(x)( 

■ { 

<p(x) I / r, d\p(x) . . r d\ <p{x) \ 

a a’ V J dx 1 J dx * J 

(—•y/ f, d'r.p(x) . r, d’r.p(x) \ 

— ~^r\^° sax J dx • dx > P s ' u ax — sin ax J dx dpr ~ cosax ) 

_ d\p{x) _ d<*.p'v) (--)> ■ d^\p(x ) _ 

a ' a l dx 1 a^dx' ' * ' * ‘ aV' dx’?-* ’ 

• • / v d ,r .p(x) . . 

qui montre, que si entre p(x) , et — ■ ■■ on |>eut avoir une équation de la 


d*?.p(x) 

forme Mp(x) = - ■ ^ ■ < , M étant 


une quantité constante , on pourra toujours 


avoir 


( la ) cosax J' dx p (x) si n ax — sinox J * dx p (x) cos ax 

_( a Z \ ( <p{x) d\p(x) t (— i y d^.p(x)\ 

\d'r-( r ifM) \ a a'dx* ' * ’ ' + a ^‘ dx'*-' ) 


et l’on voit que le second membre ne contiendra ni cos ax, ni sin ax . Il est 
clair que si p(x) = A siu mx -f- U cos rnx , on pourra établir l'équation 
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. <p> ( jt) 
dx* 


m 1 P (■*') , et par conséquent l’on obtiendra la valeur de l’intégra- 


le (i a) délivrée de sin àx , et de cos ax ; la même chose arrivera en général 


lorsque <p (x) sera de la forme 

sin m, x -)- A x sin m, x -J- A t sin m, x - f etc. , 

-f 5, cos m, x -f 21, cos m, x -f- B, cos m t x -f etc. , 

et lorsqu’on aura 

?>(x) = a -f- bx -f- c x* + dx 5 ex" ; 


et dans d’autres cas. 

Maintenant puisque les valeurs particulières de V , y t f etc. , peu- 

vent toujours s’exprimer par des fonctions de la forme 


-le ( P ‘ sin "■ x "+■ P ' sin x 4- P H s*n x 

( + Q, cos «, x + Q, cos n, x + Q, sin n q x 

on sera toujours assuré que les sinus et cosinus des arcs irrationnels ne se trou- 
veront pas dans l’intégrale complète, quel (fie soit le nombre des puissances de 
S que l’on voudra considérer. 

Il faut observer que si l’on avait ( — i y AI — a’ 1 ’’ = o , le second membre 
de l’équation (ta) aurait une valeur infinie: on rencontrerait cette circostauce si 
l’un des nombres n, , n t , n 3 , n q , etc. , compris dans les valeurs de 
y, V x , , etc. , était égal à a ; alors en reprenant le calcul on trouverait , après 

les réductions, un terme de la forme Nx sin n q x , qui contiendrait l’arc de 
cercle x , et qui rendrait nul, dans le cas (pie nous considérons, l’ effet de l’ap- 
proximation: mais il est clair que le nombre m de la formule (i i) jxnirra tou- 
jours être déterminé de manière que cela n’arrive pas, et il suffira à cet effet 
que le dénominateur ne soit pas zéro, comme nous l’avons déjà indiqué. 

La formule (i a) exige, pour être appliquée facilement, que la fonction 
p (x) puisse se réduire à une suite finie de monomes composés d’un seul facteur: 
cependant en poussant fort loin l’approximation, et en calculant un grand 



( 
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nombre de termes de la sérié V -j- $ F r , S* V , , -J- etc. , on aurait en général 


t 


f A cos a , cos a, cos a 3 . . . . cos a n . sin b, sin ... . sin b m 

p(x) = )-\- A t cos c, cos c, cos c 3 . . . . cos c F . sin d, sin d , ... . sin d r 
I '. etc. 




pour opérer les réductions nécessaires dans cette formule on pourra faire usage 
de l’équation 


cos a, cos a, cos a 3 .... cos a„ 


(cos y + S. cos (y — a a r ) -(- SS. cos (y — a a, — a a,) 



dans Laquelle les arcs a, , o, , a 3 , . . , . a„ , sont indéterminés et tous dilfé- 
rens entre eux, et donnent a, -(- a, -(- a 3 . . . . + a r ■= q ; en indiquant par 
S. cos (y — 3 a j.) , la somme de tous les termes de la forme cos (y — 3 fl r ) , 

où l’on a fait successivement y — 1 ,a, 3 , n: en représentant par 

S.S. cos (y — 3 a y ■ — 3 a, ) , la somme de tous les termes de la forme 
cos (y — 3 a f — 3 a,) , où l’on a fait d' abord successivement y=i , 3,3 
et où l’on a donné à z toutes les valeur 1 , a , 3 , ....»;( pourvu que l’on 
néglige tous les termes dans lesquels on aurait y = z') et ainsi de suite jusqu’au 
dernier terme: en observant toujours d’omettre tous les termes de cette for- 
mule, qui seraient égaux à l’un de ceux que l’on a déjà trouvés. En différentiant 
cette équation j>ar rapjwrt à a, , a, , a 3 , etc. , on obtiendrait des expressions 
semblables, pour le produit d’un nombre quelconque de sinus et de cosinus. 

M. Fourier en adoptant la loi de Newtou a trouvé, que la demi-somme 
des températures de deux points de l’armille situés aux extrémités d’un diamè- 
tre quelconque, forme toujours, au bout d’un temps très-long, une quantité 
constante, et égaie à la température moyenne de l’armille. Maintenant, puisque 
ce résultat à été confirmé par l’expérience, il est clair qu’il devra se déduire en- 
core de la loi du refroidissement découverte par MM. Dulong et Petit. En ef- 
fet, eu reprenant la valeur de v trouvée précédemment (1 1) , et eu y sup[K>sant 
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t très-grand, on devra considérer seulement deux espèces de termes: ceux 
dans lesquels on a s=o, et ceux qui résultent de s = i: c’est-à-dire les 

—ii — 

termes multipliés par e , et par e r ; puisque tous les autres qui con- 

tiennent quelques-uns des facteurs e ; ® etc. ; sont trop 

petits (dans l’hypothèse de t très-grand) pour être comparés à ceux-ci. Alors la 
valeur de i> se réduira à la forme 

-n x “(*+$)* x 

v = B 0 e -j- J, e sm - + J5, e cos- 

et il est clair que si dans cette équation on suhstitne x -J- rr , au lieu de x , 
on aura la temj)éraiure v, , du point de larmille diamétralement opposé à celui 
dont la distance à l'origine est x, exprimée de cette manière 

-n -(*+£)* . x x 

— A x e sm B, e cos — ; 

■ o i r r 


et partant 


v -J- v, 
a 



Si dans la formule (i i) on substitue pour é sa valeur cS, on trouvera, que 
l’expression de M. Fourier contient seulement la première puissance de 3 , et que 
la nôtre renferme aussi J’. Avec notre méthode, on pourra pousser l’approxima- 
tion aussi loin que l’on voudra, sans crainte de rencontrer jamais des arcs de cercle 
qui la rendraient nulle; et on pourra toujours déterminer les constantes arbitrai- 
res (que l’on trouve en prenant des intégrales particulières des premières équa- 
tions différentielles, pour les substituer dans celles qui suivent ) de manière que 
tous les termes ailleut toujours en décroissant , et qu’aucun dénominateur ne 
s'évanouisse; comme uous l’avons fait dans l’analyse précédente . 
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On sait que l’équilibre des températures dans une armille, dont uu point 
est soumis a une température constante, est douné lorsqu’on adopte la loi de 
Newton, par l’équation 


dx* 




dont 1 intégrale est v = A e" x -f- A, e - ** , A et A, étant deux constantes arbi- 
traires. En partant de la loi de M. Duloog on obtient, pour l’équilibre des 
températures dans le vide, l’équation 


r iy . 

=°( e -O 


qui a pour intégrale 

x=f 


dv 


+ C,i 


C et C, étant deux nouvelles constantes arbitraires. Lorsque v est une petite 
quantité, on peut supposer sans erreur sensible 


X ~f~ 

J «/ 


dv 


V + c ' ! - * 0 + V ‘ + °F) + ' C ' • 

et en faisant C, t/aJ 1=3 log E ; aï => »’ ; et réduisant, on aura 


/e" nv 

\ë ~ 7è 


vc) 


« + 




V* 

C~ 


et par suite 


e"* y/C 
inE 


E'dC 


e‘ mve nrv 

FF Eve + 


A e“ -f A, c-* ; 
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VC 


5 A, 
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fVC 


; et comme v est égal à la température 


a nE ' in 

t du point que l’on considère, moins la température T de l’enceinte, on obtien- 
dra enfin leijuatioii 

t = A e“ + A t e™ + T ; 

qui dans le cas de T— o , coïncide avec celle que nous avions déjà trouvée, en 
supposant le refroidissement proportionnel à la différence des températures. 

Si l’on considère une barre iudétinie très-uiiuce, et que l'on supjiose un 
foyer de température constante placé sur cette barre à l’origine des coordonnées, 
lorsque l’équilibre des températures se sera établi, cet état sera représenté par 
„ . d*v . . 

1 équation - = n*v , pourvu que la température o soit assez petite pour pou- 
voir négliger, dans le développement de , les puissances de Sv sujiéiitures à 
la première: maintenant on sait que l’ intégrale de lequatiou précédente est 
v = C c BX 4- C, e - " ; mais comme d'ailleurs letat permanente de la barre est 
exprimé depuis x = — ac , jusqu’à x = -f- ce , par lequatiou 


00 

, ( a f dq cos qx \ 

Ht i I + ? ) 


et que quoi |ue valeur que l’on attribue aux constautes, ces deux expressions 
de v ne peuvent jamais coïncider, il en résulterait que l’intégrale de l’équation 

-j — j- = , qui est linéaire, (louirait se former de la somme des deux valeurs 

de i’ que nous venons de rapjiorier, et contiendrait trois constantes arbitraires. 

f • « , (i*v 

Pour expliquer ce paradoxe il est nécessaire d’observer que l’équation -j — - = 

n'exprime l'état permanent de la barre, que dans les points qui permettent un 
llux de chaleur du point qui précède immédiatemeut celui que l’on considère, 
à celui-ci, et de celui-ci, à l’autre qui le suit immédiatement; taudis que le 
foyer, que nous avons placé à l’origine des coordonnées, envoyé un llux conti- 
nuel de chaleur à tous les ]>oints de la barre qui sont situés à sa droite et à sa 
gauche. Le même résultat se déduirait de la considération de la ligure, qui 
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exprime les valeurs des températures pour chaque point de la barre, et dont 
l'équation est 



dq cos qx 'v 

i+T* / 5 


rfy 

car pour jr = o , au lieu de donner = m’C, , comme cette courbe de- 

r/y 

vrait faire si elle satisfaisait dans tous ses points h (équation 1=3 on 


♦ 

voit, par la construction, quelle donne 


oo j puisque la courbe dont 


nous parlons est formée de deux demi-logarithmiques égales, qui se réunissent de 
manière ù avoir leur tangente commune au point de contact, perpendiculaire à 
l’axe des abscisses. Les mêmes considérations s’appliquent à une barre dont plu- 
sieurs points sont entretenus à des températures constantes: elle sont très-sim- 
ples, mais nous avons cru devoir les placer ici, comme étant propres à limiter 
l'étendue que l’on serait tenté d’attribuer aux équations différentielles du mou- 
vement de la chaleur, ou à leurs intégrales. Il faudra surtout y avoir égard, 
lorsqu’on voudra connaître l’étal calorifique d’un corps, dont un ou plusieurs 
points piis dans son intérieur ou à sa surface, sout supposés des foyers de tem- 
pératures invariables. 

Une autre observation que nous croyons ne pas devoir omettre, c’est que 
lorsque dans l’armille circulaire, que nous avons considérée, nous sommes partis 
de la propriété comme, que la température du point x devait être égale à celle 
du |»int dout la distance à l’origine est x-(- anr , pour déterminer la forme des 
fonctions circulaires comprises dans l'intégrale, nous l’avons fait en suivant 
l’exemple des illustres géomètres qui nous ont précédé dans ce genre de recher- 
ches. Cependant il parait, qu’au lieu de partir de cette considération auxiliaire, 
on aurait dû déterminer les coefEciens de l’arc x d’après l'équation qui exprime 
la figure de l’armille, et l’irradiation qui se fait intérieurement entre les diverses 
parties de l'anneau; irradiation qui est 'modifiée, comme l’on sait, d'après la 
courbure intérieure de l’armiile. Ceci deviendrait surtout évident, si l’on de- 
vait déterminer le mouvement de la chaleur sur une surface cylindrique creuse. 

Eufiu il faut remarquer, que la théorie mathématique de la chaleur a pour 
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but de trouver à chaque instant la température d’un point quelconque, d’après 
les conditions initiales du problème cl la ligure du corps que l’on considère. 
Cependant, dans la solution de ce problème, on suppose toujours que les coor- 
données du point en question n’ont point changé, pendant que le corps s'est 
échauffé ou refroidi j quoiqu’il soit certain que ce point a changé de position, 
d’après l’augmentation ou la diminution de volume que le corps a soufferte par 
l’action de la chaleur. En opérant de cette manière ou trouve la température 
d’une molécule matérielle, exprimée eu fonction des coordonnées du jioiut 
quelle occupait dans l’espace au commencement du phénomène, et du tems 
écoulé depuis la cessation de l’état initial: pour corriger les formules que l’on 
a obtenues, il faut connaître la loi d’après laquelle les corps se dilatent par 
l'effet de la chaleur. Si l’on suppose les dilatations linéaires élémentaires, pro- 
portionnelles aux accroissement de la température, ce qui paraît toujours jier- 
mis, du moins entre certaines limites de l’échelle thermométrique, on trou- 
vera que le point qui, lorsque la température du corps était zéro, avait a' 
pour distance à l’origine des coordonnées, sera éloigné de l'origine de la quan- 
tité x, =f dx (i -j- au) j t> étant donné en fonction de x et de t ; et le coeffi- 
cient a étant donné dans chaque cas par i’exjtérience. Mais ceci n’est qu’un 
aperçu, que nous reprendrons dans une autre circonstance. 


Ce mémoire est le même, k quelques changemcns près, qui 
Royale des Sciences de Paris. 


a été lu en 182 S s l'Académie 



Ton». I. 
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MÉMOIRE 

SUR LES FONCTIONS DISCONTINUES- 


INTRODUCTION. 

T J .i question (le !a discontinuité des fonctions arbitraires, qui complètent 
les intégrales des équations aux différentielles partielles, agitée d'abord entre 
Daniel Bernoulli, Euler et d’Alembert, et discutée depuis par les plus grands 
géomètres, parait avoir été résolue par M. Fourier qui a montré le premier 
comment l’on pouvait déterminer, dans chaque cas particulier, les fonctions ar- 
bitraires de manière à satisfaire aux conditions initiales du problème , même lors- 
que celles-ci n'obéissent pas aux lois de continuité. Les formules que cet illus- 
tre géomètre a trouvées sont propres à exprimer une fonction discontinue quel- 
conque, dont les diverses parties, comprises entre des limites données de la va- 
riable, suivent une marche dissemblable, et sont représentées par des expres- 
sions différentes. Dans ces formules, les valeurs que la fonction doit prendre 
dans chaque cas cl les conditions de discontinuité, sont combinées implicite- 
ment: cependant il nous a paru, que l’on pouvait toujours concevoir une fonc- 
tion discontinue, comme étant égale à la somme d’un nombre donné de fonc- 
tions, chacune desquelles a une valeur continue entre deux limites connues, et 
qui s'évanouit hors de ces limites: dès-lors tout se réduit à trouver une fonc- 
tion , qui donne une valeur constante entre deux limites données de la varia- 
ble, et qui se réduise à zéro pour toutes les autres valeurs de la meme varia- 
ble; car en multipliant cette fonction , qui exprime la condition de discontinui- 
té, par la fonction connue qui donne les valeurs que la formule doit prendre 
entre deux limites assiguées, on aura l'expression cherchée entre les memes li- 
mites, et on parviendra à représenter, par une somme d’expressions semblables, 
la valeur de la fonction discontinue pour des valeurs quelconques de la varia- 
ble. Cependant on voit, que par cette méthode on obtiendrait pour les limi- 
tes, des valeurs qui seraient égales à la somme de celles que l'on aurait, en 
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considérant ces limites comme appartenant successivement à chacune des fonc- 
tious qui viennent y aboutir. 

En discutant les diverses valeurs que prennent quelques intégrales définies 
lorsqu’on fait varier les constantes qu'elles renferment, nous sommes aisément 
|iar\eniis à trouver des formules, qui ont une valeur constante entre deux limi- 
tes données et qui hors de ces limites s’évanouissent toujours. Ces formules ce- 
pendant ue donnent pour les limites, que la moitié de la valeur constante qu’el- 
les ont entre ces mêmes limites; de manière que si la fonction discontinue qu’il 
s’agit de représenter est un polygone on obtiendra, pour l’ordonnée de chaque 
sommet, la demi-somme des ordonnées qu’auraient dans ce point les deux côtés 
qui viennent s’y couper, et ou trouvera dans ce cas seulement une valeur exacte 
aux limites. Mais on peut obtenir d’autres expressions dont la valeur soit tou- 
jours exacte aux limites, ou qui même devienne égale à une quantité quelcon- 
que; et nous montrons comment on peut les trouver. 

11 résulte de là, que selon que pour exprimer les conditions de disconti- 
nuité, on aura fait usage d’une formule qui est exacte aux limites, ou d'uuequi 
ne l'est pas, ou obtiendra, après avoir multiplié par la foneliou qui doit don- 
ner les valeurs, une formule qui représentera exactement la valeur de la fonction 
discontinue même aux limites, dans le premier cas, et qui ne sera pas exacte 
dans le second. Cela nous a fait soupçonner que comme, dans les formules que 
l’on avait trouvées en traitant les diiïérens cas de la discontinuité ries fonctions, on 
avait toujours rénni implicitement la fonction qui donne la valeur eu géné- 
ral, à celle qui exprime la condition de discontinuité, sans discuter la valeur de 
celle-ci aux limites, et sans séparer en facteurs ces deux fonctions, il avait pu 
arriver dans quelques cas que l'on eût fait usage d'une formule de discontinuité 
qui ne fût pas exacte aux limites. En effet en cherchant à vérifier notre suppo- 
sition sur quelques exemples de fonctions discontinues, discutées par les géomètres 
qui se sont occuj>ésdela théorie de la chaleur, nous avons trouvé, [tour quelqaes- 
unes de ces formules, la moitié de la valeur qu’elles devaient avoir aux limi- 
tes: d'autres expressions, qui représentaient deux portions de courbe qui se cou- 
pent aux limites, nous ont donné pour ces points des valeurs exactes, comme 
cela devait arriver d’après notre analyse. Nous avons appliqué les mêmes cousi- 
déralions à quelques séries que l’on savait représenter des fonctions disconti- 
nues, et dans quelques cas nous avons trouvé aux limites la moitié de la va- 
leur cherchée; mais dans d'autres exemples, ayant rencontré des voleurs qui 
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n’étaient pas la demi-somme de celles qu’avait la fonction très-près des limites, 
nous avons reconnu par la , que sans avoir discuté dans chaque formule la marche 
de la fonction qui exprime la condition de discontinuité, il est impossible d'assi- 
gner à priori d’une manière générale les valeurs des limites, et qu’il faut tou- 
jours les vérifier à posteriori. 

Tout ce que uous venons de dire sur les valeurs que les fonctions disconti- 
nues prennent aux limites, tient spécialement à l’analyse pure; ces considérations 
seraient utiles dans les applications, si l’on pouvait supjxwer que les lois phy- 
siques restent les nftèmes aux limites, lorsque les fonctions qui expriment les 
conditions initiales du problème changeut brusquement de nature; mais celte 
hypothèse est peu vraisemblable, et n’est pas confirmée par les observations. 

Toutes les formules que l’on avait trouvées jusqu’à présent, pour exprimer 
les fonctions discontinues, contenaient des séries intimes ou des intégrales dé- 
finies, et l'on supposait qu'elles formaient une classe particulière de transcen- 
dantes: cependant en considérant les diverses valeurs des formules qui se présen- 
tent sous la forme , on peut parvenir à représenter les fonctions discontinues en 
général, par des expressions qui ne contiennent que des fonctions logarithmiques 
et circulaires. Nous donnons pour exemple une de ces formules, et en l’appli- 
quant à quelques cas particuliers, uous en déduisons des conséquences assez singu- 
lières. Ces expressions peuvent servir dans la détermination des valeurs des 
intégrales définies, et sont d’un grand usage dans la théorie des fonctions entiè- 
res, comme nous esjtérons le montrer dans la suite de ces mémoires. 


\ 
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ANALYSE. 


Ou sait que l’intégrale définie A = J — sin qx a pour valeur — - , 

tant que x demeure positif et plus grand que zéro; et c’est dans ce sens qu il 
faut entendre l’expression des géomètres, que la valeur de celte intégrale est 
indépendante de x; car lorsque x=o, on trouve A=Oj et en faisant x né* 

gatif on obtient A= — — . 11 résulte de là que l’intégrale définie 

OO 00 ® 

B — J' ~ sin bq cos qx = — J " — - sin (b -j- x) q -j- — f ~~ s ‘ n (fi *) 7 > 

o 7 ^ o 7 o ^ 


a pour valeur — lorsque x a une valeur quelconque comprise entre x ■ 


i — é.et 


x = -j- b ; que pour x — =tb, on trouve B = -j- ; et que depuis x — b , 

jusqu’à x = oo , et depuis x = — b, jusqu’à x => — & , on obtient B=> o . 
On voit par conséquent que la formule 




dq . 


o 7 


sin qx 


a pour valeur zéro, depuis x = o, jusqu’à x= — so ; que pour x = o, elle 
donne C — — , et que pour toutes les valeurs positives de x, on a C=v . De 


meme la formule 


GO 

D = f — sin bq cos (x ■ — a — U) q , 
J Q 


fournira D = o , depuis x = a, jusqu’à x = ■ — <* , et depuis x — a -j- A) , 
jusqu’à x == oo ; pour x =>a , et pour x = a -j- ib , on obtiendra — ; et 
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D — — -, depuis x=a , jusqu’à x=a-j-aA. Maintenant si l'on multiplie l'in- 

2 

légrale D , par la fouction p(x), ou aura l’expression 


E= 



■ b <l 
sia — — cos 
2 




qui aura pour valeur zéro, depuis x=a, jusqu’à x= — oc ,et depuis x=a-\-b , 
jusqu a x=oo: et qui depuis x=a, jusqu’à x—a-\-b, exprimera exactement 
la fonctiou p{x), excejité pour les deux limites x=a, x-=a-\-b , pour le- 

quelles on aura E— — — , E == - J - . En faisant les mêmes considéra- 

a a 

lions sur la formule 



on trouvera des résultats semblables ; et pourtant l’expression 



deviendra nulle depuis x=a , jusqua x = — cc , et depuis x=a -f- & -j- c 


jusqu à 


x=oo ; et donnera F= 2^^, pour x=a , et E— — — i — 


pour x=«-j-&-j-c; et F= P ( q ~h . ^) P‘( a b \ ^ p^j. x — a b\ et 

coïncidera avec la fonction p(x) depuis x—a, jusqu’à x=a-f-i; et avec la 
fonction p,(x), depuis x=a -}- b, jusqu’à x=a -}- b -j- c. 

Si les deux fonctions p ' x ) , p,'x), sont telles, qu’elles puissent représen- 
ter deux portions de deux courbes qui se coupent lorsque x=a -|- b, on aura 
I>our le point d’iulersectiou ç>' K a -(- b) = ç, (a Z>); et pourtant la formule 
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F sera exacte même pour la valeur x = a -)- b , puisque dans ce cas 

t>(a-\-b')~ \-<p(a-\-U) . , 

i ;, = — = <p (a + »)• L on voit par là que les formules pré- 

cédentes peuvent servir à représenter le contour d'un polygone dont les côtés sont 
des courbes quelconques: ce qu’on ne saurait faire si nos expressions donnaient 

pour les limites une valeur quelconque antre que ^ j )u j s _ 

que dans les polygones la loi de continuité venant à se rompre à chaque som- 
met, les formules que nous avons trouvées donnent pour tous ces points la de- 
mi-somme des deux ordonnées que l'on obtient en les considérant comme ap- 
partenant tantôt à l’un, tantôt à l'autre des deux côtés qui viennent s’y 
couper. 


Si l’on voulait exprimer une fonction discontinue de x, qui donnât l’unité 
pour toutes les valeurs de x comprises entre x=a, x = a -f- b, sans excepter 
ces limites, et qui fût constamment égale à zéro pour toutes les autres valeurs 
réelles de x, on trouverait aisément la formule 



00 

1 T dq , bq / b \ 

— I — - stn — — cos I x — a J y 

*" o ^ ' 

^(îr+J ij - «"(*-«)?)/-*“ t «»(*-«- 1 )? 

"ït(t v “•(*-« — [)l 

( i r dq . bq ( b N Y ,3.a f dq . bq / 

W q i \ * l <1 * V 



/ 



9- 


On peut parvenir directement au même résultat en observant que si 
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l'on indique parj- l’iutégrale définie 



le problème que nous venons de résoudre, se réduit à trouver une fonction 
de y telle que pour y—\ , et j»our y= -j- elle donne p^)=:i , et pour 
y — o elle fournisse p(j-) = o; puisque i , — et o , sont les trois valeurs 
de y, d’où l’on déduit. 

<r) = — 2 0’ — 0 (y — f) + 1 = — 2 J 1 -f 3 y- 

On peut trouver une infinité de formules propres à vérifier les conditions 
précédentes; mais on voit quelles conduiront toutes à des expressions du se- 
cond degré, puisque il s’agit de trouver une équation qui ait deux racines. En 
général si l’on avait une fonction discontinue quelconque, qui eût seulement 
un nombre fini n de valeurs différentes dans une étendue finie ou infinie de 
la variable, il est clair que l’on pourrait, dans le même intervalle, la rédui- 
re a n’exprimer qu’une valeur constante donnée, à l’aide d’une équation du 
degré » qui aurait |>our racines les diverses valeurs de la fonction connue. 
On pourrait même à l’aide de la théorie des équations, transformer une fonc- 
tion discontinue, qui n’aurait qu'un nombre déterminé de valeurs, en une 
autre fouctiou discontinue de forme donnée quelconque; ce qui du reste ne 
saurait offrir aucune difficulté dans l'application. 

Maintenant il résulte des considérations précédentes, que lorsque par les 
conditions d’un problème on sera conduit à une formule qui contiendra des 
fonctions discontinues, cette formule sera exacte aux limites, ou non, selon 
que l’on y sera parvenu à l’aide des expressions précédentes qui représentent 
exactement la fonction même aux limites, ou de celles qui ne donnent pour ces 
points , que la moitié des valeurs cherchées. 

Pour appliquer ces réflexions à quelque cas particulier, nous considérerons 
le mouvement linéaire de la chaleur dans une barre infinie de très-petite épais- 
seur, en supposant que les températures initiales des poiats de la barre situés 
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entre x = — i , x = -(- i , aient pour valeur commune t , et que tous les 
autres poiuts depuis x = — i , jusqu’à x — — * , et depuis x =* i , 
jusqu’à x = oo , soient à la température zéro. Les géomètres qui ont traité celte 
question, ont trouvé qu’eu indiquant par t le teins écoulé depuis le commen- 
cement de l'observation, par v la température du poiut que l’on considère, et 
par x sa distance à l'origine des coordonnées, on avait l’équation 

—bt « f —kq't 

2 e (' <h 

i> = • — J — — e cos t/x stn <j ; 

o 7 

maintenant si l’on fait t= o, dans celte formule, on devrait retrouver les tem- 
pératures initiales; mais par la discussion que nous avons faite précédemment 
de l’intégrale déliuie 


2 

ÎT 


oo 

/ 


tl _± 

7 


ou trouve qu'elle satisfait aux conditions initiales du problème pour toutes les 
valeurs de x, excepté pour x = =± I ; car pour ces valeurs elle donne t»= — . 
Ainsi l'équation précédente n’exprime pas les conditions initiales, telles que 
nous les avions demandées; et corresjiond à un élut initial qui donnerait u=o , 
depuis x = — i , jusqu’à x = — - oo , et depuis x = t , jusqu’à x = oo ; qui 
fournirait v= — pour x==t i ; et v=o: i , depuis x= — i , jusqu’à x — i . 

Pour représenter l'état des températures permanentes dans une barre 
échauffée par un foyer dont la température est î , on a la formule 


a /’ dff cos ijx 

“ / i + ’ 


qui exprime deux courbes logarithmiques se coupant lorsque x=o , à une dis- 
tance égale à l’unité au dessus de l’axe des abscisses: maintenant comme 
au point d’intersection on a e° = i , ou sera dans le cas d’un polygone, et 
Tom. I. 0 
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l’équation sera exacte même jiour les limites de chaque fonction; ce qui peut 
se vérifier aisément, puisqu’ en faisant x=o, on a 

00 

a f dq 2 . r 

v = — / — - — ; = = î . 

TJ i -j- <7* r . 2 

O ' ' 


C’est peut-être par des considérations semblables, que l’on parviendrait à trou- 
ver à priori pourquoi la série 


( i — cos a \ . /i — cos 2«\ . /i — cos 3 «\ . 

j Isinx 4 - f Isin ax-f- ( Isin 3x -j- etc. 


(dont la somme est — tant que l’on donne à x une valeur quelconque com- 
prise eutre o et a , et qui se réduit à zéro pour une valeur quelconque de x 
comprise entre a et T ,) a pour valeur — lorsqu’on fait x — a= — ; ce qui 
est aisé à vérifier, puisqu'elle se réduit alors à 


( , “ ^ t) sin 7 + T 0 ~ c° s ?) sin T + T ( ’ 


-cos sin — ,...-}-etc. 





Tout ce que nous avons dit jusqu’ici nous parait démontrer la nécessité de 
discuter dans chaque cas particulier la valeur des limites dans les fonctions 
discontinues, à moins que l’ou ne counaisse [>ar avance la nature de la formule 
d’où l'on a déduit les expressions qu’il s’agit de vérifier: car une formule qui 
exprime une fonction discontinue quelconque est le produit de deux facteurs, 
dont l'un représente l’équation à laquelle celte formule doit satisfaire entre deux 
limites données, et l'autre exprime la condition de la discontinuité: et on a vu 
que celle-ci peut être exacte ou non, aux limites. Si ces deux facteurs étaient 
toujours en évidence, il serait aisé dans tous les cas de vérifier les valeurs des 
limites; mais dans les formules auxquelles on parvient en résolvant les problèmes 
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qui comportent la discontinuité des fonctions, ces facteurs sont renfermés dans 
une expression commune, et on ne saurait les séparer . Par conséquent il faut 
dans chaque cas particulier discuter les valeurs des limites. 

Les formules que nous avons trouvées précédemment, et qui mettent en 
évidence les facteurs dont nous venons de parler, sont utiles dans quelques cas 
[tour faire couuaiire directement la marche de la fonction discontinue : on 
trouve par exemple 

» — * * , — * 1 x ao 

arj cos qx e -j- e le — e \ C dq stn qx 

i -f q* x + V r ) ) q ’ 

et l'on voit que ces expressions serviraient de même a représenter l’état perma- 
nent d’une barre, dans laquelle il y aurait un nombre quelconque de foyers de 
température constante. 

On pourrait aussi, par des formules semblables, exprimer des fonctions 
discontinues à deux ou à un plus grand nombre de variables : pourvu que l’on 
modifiât convenablement les conditions des limites. 

Qu’il nous soit permis de remarquer ici, que l’on fairait disparaître quel- 
ques-unes des difficultés qui se rencontrent dans l’emploi des formules de trans- 
formation, dont on se sert pour l’intégration des équations aux différentielles 
partielles, et dans l'étendue qu’il faut attribuer aux fonctions arbitraires discon- 
tinues, si l'on faisait usage de la formule 

U V — 1 —Uy/ 1 

<P(x -(-e ) Ç>(x-\-e ) 

• — u v" — » uy — > 

!+(■*■— 0 e i + (x“, t)e 

que uous avons donnée dans les Mémoires de l’Académie de Turin. Parceque 
la quantité x qui est indéterminée, et qui doit s'évanouir d’elle-même, sert à 
détruire les erreurs que l’on pourrait commettre en attribuant au développe- 
ment de P(f) une forme qui ne lui conviendrait point. Du reste ces considé- 
rations, qui sont indispensables ponr obtenir des résultats exacts, intéressent 
spécialement l’analyse des équations aux différentielles partielles qui expriment 
le mouvement de La chaleur, lorsqu’on suppose que les leuqtér.itures initiales 





( 
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ne sont pas assujetties aux lois de continuité: car en considérant la question sous 
le rapport physique, il parait peu probable qu’aux limites de ces fonctions 
discontinue*, la communication de la chaleur de molécule à molécule se fasse 
d’après la différence des températures. 

Jusqu a présent on n’a représenté les fonctions discontinues réelles, que par 
des suites infinies ou par des intégrales définies; et l'on ne connait aucune 
expression finie qui ne renferme que des quantités algébriques et des fonctions 
exponentielles ou circulaires, mais qui puisse cependant représenter une fonc- 
tion discontinue. Toutefois en observant qu’en général, lorsque une fonction 
cesse d’obéir à la loi de continuité, on peut toujours supjtoser qu'elle passe 
par au point où elle change brusquement de nature, on parvient à trouver 
des formules qui ne contiennent que les transcendantes de l’algèbre élémentaire, 
et qui peuvent exprimer une fonction discontinue quelconque. Sans exposer 
les recherches qui uous ont conduit à ce résultat, et qui exigeraient de trop 
longs développemeus, nous nous bornerons à vérifier à posteriori une de ces 
expressions, d’où l’on en pourra déduire une infinité d’autres. 

Les géomètres qui se sont occupés de la détermination des valeurs parti- 
culières des coefliciens différentiels, ont reconnu depuis loug-tcms que la fonc- 
tion x" log x , qui lorsque x=o prend la forme ~ , se réduit à zéro pour 
cette valeur de x lorsque n est une quantité positive, et quelle devient infi- 
nie lorsque n est négative: maintenaut si l’on discute les diverses valeurs de 
l’expression 

(logr )(*—•) 

(logr)« 

e 

Jorsquey=o, ou ce qui revient au même de l'expression 

(l«go)(x— ») 

(log o)e 

zz=e , 

on verra que lorsque x est une quantité positive quelconque plus grande que 
n , on aura ( x — n ) log o = — oc , et par conséquent 



(log o)« 
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mais comme on a , lorsque x => n , 


on trouvera 


o . log o = o , 


O . log O O 

(log o ) e (log o)e \J — œ 

e == e = e = 0 » 

et enfin lorsque x est une quantité quelconque comprise entre n et l’infini né- 
gatif on aura x — n = — p , et par conséquent 

(x — n) log o = — p { — 00 ) = 00 ; 


et partant 


(log o)« 


(log »)(*—») 


e = o. 


D'où il résulte que la fonction 


(log o)(* — ») 

(log o)e 

e 


est égale à zéro depuis x = — <x > , jusques et inclusivement à x = n, et que 
depuis x — n, jusqu’à x = oo , cette fonction a pour valeur l’unité. Ainsi 
le produit 

( log o ) ( Z — a ) C log o ) ( a ■+ b — x ) 

(log o ) e (log o)« 

e . e i 

est nul pour toutes les valeurs de x comprises entre x=>a et x== — oo ; et 
entre x=sa-\-l> et x=oo ; et est égal à l’unité pour toutes les valeurs de x 
comprises entre x = a et x = a -f- é ; excepté ces dernières limites pour 
lesquelles il se réduit à zéro. On peut observer que l’on a 

( log o) £ z— « ) (*— «) 

( log o ) e o 

e = o 
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Maintenant pour appliquer ces formules à un exemple nous chercherons, comme 
nous la vous déjà fait, la formule qui exprime l’étal permanent des températures 
dans une barre très-mince de longueur indéfinie, qui a un foyer de chaleur pla- 
cé à 1 origine des coordonnées et dont la température constante est égale à l’uni- 
té; et nous aurons 




rr 

cos — 
2 


O 


o 


d’où l’on déduit l’équatiou 


2 

r 


/ 


dq cos qx 
* + 9 ' 




+ 


— x 


e 



o 


o 


qui donne la relation 



o -f- 


— nx 


e 





o 


On trouverait de la même manière l'expression d’un grand nombre d'in- 
tégrales définies dont ou a cru jusqu’ici devoir former des classes distinctes de 
transcendantes, et qui ue sont que des formules contenant des fonctions loga- 
rithmiques et circulaires, daus lesquelles on a donné des valeurs particulières aux 
constantes quelles renferment. Nous montrerons dans la suite de ces recherches 
l'utilité de ces formules, dans la détermination des valeurs des intégrales 
définies, et les applications nombreuses qu'on en peut faire à la théorie des 
nombres, et en général à l’analyse des fonctions entières. 


\ 
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MÉMOIRE 

SUR LA THÉORIE DES NOMBRES- 


INTRODUCTION. 

T J ffs géomètres qui se sont occujiés de l’analyse indéterminée , sont parvenus 
par leurs recherches plutôt h résoudre des questions spéciales, qu’à faire avancer 
l’ensemble de la science. Leurs méthodes, toujours bornées au problème qu'ils 
voulaient traiter, cessaient d'être utiles quand on tâchait de les appliquer à des 
questious plus étendues: bien plus, |iour traiter un problème quelconque il fallait 
que les quantités connues fussent dounées en nombres; car sans cela, le manque 
absolu de formules générales empêchait de résoudre une équation indéterminée 
à coefficiens algébriques, même lorsqu’ellè était du premier degré. De sorte que la 
théorie des nombres presqu’immobile au milieu des progrès des autres parties 
de l’analyse, qu’elle avait vu uailre et s’élever successivement, s’en trouvait 
séparée et ne partageait pas leur perfectionnement commun. Cet isolement, qui 
forme la difficulté principale de la théorie des nombres, dépend de la méthode 
que l’on a suivie jusqu’ici pour mettre en équation les problèmes d'analyse indé- 
terminée; car en exprimant seulement les relations qui doivent exister entre les 
valeurs des inconnues, on a toujours négligé de représenter par des signes 
algébriques les conditions auxquelles ces inconnues doivent satisfaire, afin 
qu’elles soient des nombres entiers ou rationnels. De sorte que ces conditions 
étant seulement sous-entendues, on ne peut pas les soumettre aux réglés ordi- 
naires de l’algèbre, et il en résulte un nouveau genre d’analyse, dont tout le 
succès déjiend de la sagacité particulière de chacun des géomètres qui le culti- 
vent, sans que les travaux des uns soient profitables aux recherches des autres. 
Il y a quelque lems que uous avons lâché de faire disparaître celte imperfection, 
et déjà nous avous montré ailleurs qu'en écrivant en analyse toutes les condi- 
tions du problème , les questions que l’on appelle indéterminées , devien- 
nent toutes plus que déterminées, puisque l'on obtient toujours un nombre 
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déquations qui surpasse de l'uniié celui des inconnues. Nous reproduisons 
d abord ici les formules "que nous avous données dans cette occasion , jxnir 
exprimer par des séries convergentes le nombre ou la somme des racines d'une 
équation indéterminée, et nous y ajoutons de nouvelles expressions. Puis 
nous reprenons ce problème à priori dans toute sa généralité, et nous mon- 
trons comment, en parlant des principes les plus élémentaires de l'analyse, 
on trouve )>our chaque inconnue une équation algébrique dont le degré est égal 
à la limite que Ion attribue à l’inconnue, et qui exprime la condition que celle- 
ci doit être un nombre entier: de sorte qu’ayant de celte manière un nombre 
déquations égal à celui des inconnues, en les combinant avec l’équation qui 
exprime les relations qui doivent exister entre les valeurs des variables, on 
aura après 1 élimination une équation de condition qui né contiendra que les 
coefftciens de 1 équation proposée, et les limites qu’on aura attribuées aux incon- 
nues. D où il résulte que toute équation indéterminée, est réellement plus que 
déterminée. Ce résultat remarquable avait échapjié à Euler qui croyait que les 
équations indéterminées devenaient plus que déterminées, seulement lorsque le 
nombre des formes que devaient prendre des fonctions données des variables, 
surpassait celui des inconnues. On ex|ilique par là, la contradiction qui se ma- 
nifestait entre le nom d’équations indéterminées, et le fait qui montrait que 
souvent elles n’admettait pas de solutions: ce qui aurait dû faire soupçonner 
qn’il existait une équation de condition laquelle n’étant pas satisfaite, le pro- 
blème ne pouvait pas être résolu. Et d'ailleurs en parlant de la forme des 
racines des équations déterminées, et eu observant que le nombre des solutions 
dans une équation indéterminée n’était pas donné jwr le degré de l'équation, on 
aurait pu prévoir que celte équation de condition était une fonction des coeffi- 
cieus de l’équatiou proposée, et de la limite que l’on attribuait aux variables. 

Les principes que nous exposous dans ce mémoire sont sulllsans pour 
trouver, directement et sans tâtonnement, toutes les solutions d’une équation 
indéterminée, lorsque la limite que l'on attribue aux variables n’est pas l’iulini : 
mais comme le degré de l’équation de condition augmente avec les limites 
des inconnues; si l’on cherche toutes les solutions possibles d’une équation 
indéterminée, on trouvera une série infinie dont il s’agira d’avoir la somme 
pour résoudre la question proposée. Cette somme pourra s’exprimer par des 
intégrales définies, mais leur valeur numérique sera en général fort difficile à 
calculer; pour en faciliter la recherche il faudrait recourir à des principes que 
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nous n’a vous pas cru devoir exposer dans ce mémoire, qui a pour but seulement 
de montrer en général l'esprit de notre méthode. Cependant pour qu’on ne 
puisse pas croire que notre théorie n’est pas susceptible d’étre appliquée aux 
problèmes particuliers, et pour montrer de quelle manière nos formules peu- 
vent se simplifier dans le plus grand nombre des cas, nous considérons spécia- 
lement dans ce mémoire les équations qui sont du premier degré par rapport 
à l’uue des inconnues, et que M. Gauss a appellées congruences. 

En donnant d'abord la théorie générale des congruences nous trouvons, 
que les relations existantes entre les coefïiciens des équations algébriques et 
leurs racines, s'étendent aux congruences dont toutes les racines sont entières: 
nous démontrons de cette manière les théorèmes de Fermât et de Wilson, et 
beaucoup d’autres propositions nouvelles. Puis eu appliquant aux congruences 
les principes qui renferment la théorie générale des équations indéterminées, 
on trouve les congruences de condition qui doivent être satisfaites afin que fe 
problème soit résoluble: et ces conditions se simplifient beaucoup , à l'aide du 
théorème de Fermât, lorsque le module est un nombre premier. 

En effectuant l’élimination entre les congruences, de la même manière que 
pour les équations, il devient facile d’obtenir le résultat final; et on trouve ainsi 
les relations qui doivent exister entre les cocffieiens d’une coogruence et le mo- 
dule, afin quelle soit résoluble. Ces relations, qui sont des congruences de con- 
dition , renferment toutes les conditions connues jusqu'à présent , Piotis plaçons 
ici une courte digression sur les congruences à module variable, dans laquelle 
nous- faisons voir qu’à l’aide de ces congruences on peut résoudre une classe 
assez étendue d’équatious indéterminées, dont les plus simples avaieul été traitées 
par Lagrange. 

Pour chercher les conditions qui doivent être satisfaites afin qu’une con- 
gruence soit résoluble, au lieu de faire l’élimination à l’aide des coefïiciens, on 
peut substituer les racines des congruences réduites à la forme d’équatioas déter- 
minées: de cette manière on introduit les fonctions circulaires dans la théorie 
des congruences, et on trouve des formules qui la comprennent toute entière. 
Mais ces expressions ne sont pas assez simples pour qu’on puisse les appliquer 
avec facilité aux cas particuliers: par conséquent nous avons dû reprendre ce 
sujet d’une autre manière; et en partant d’une propriété très-simple de l’équation 
binôme, nous avons trouvé des formules qui expriment le nombre et la somme 
des diviseurs d’un nombre quelconque, et nous avons formé deux iutégralcs 
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aux différences finies qui donnent ie nombre et la somme des racines d'une 
congruence quelconque. Ces formules étant appliquées à la congruence du 
premier degré, fournissent l’expression générale de ses racines, qui sont une fonc- 
tion trigonométrique des coefficiens et du module: et comme cette congruence 
équivaut à l’équation indéterminée du premier degré , on trouve ainsi les racines 
de cette équation en fonction de ses coefficiens, ce qui n'avait jamais été fait. 

Nos formules géaéraies étant appliquées aux congruences du second degré, 
dorment tous les théorèmes connus sur les résidus quadratiques: on en déduit 
aussi la manière de reconnaître à priori si un nombre quelconque est ou n’est 
pas résidu quadratique d’un nombre premier donné; et il en résulte une pro- 
position générale qui renferme le théorème fondamental de M. Gauss. 

La formule qui sert de base à notre théorie, et qui établit un rapport si 
singulier entre les solutious des congrueuces et les fonctions circulaires, four- 
nit le moyen de résoudre directement les équations à deux termes. M. Gauss 
qui a découvert le premier cette résolution par une méthode particulière, et 
Lagrange qui l’a ramenée ensuite à sa théorie générale des équations, ont supposé 
la coonaissauce des racines primitives . La théorie que nous exposons dans ce 
mémoire est indépendante de cette recherche, et d’ailleurs elle est Iwaucoup 
plus simple que les méthodes trouvées par ces deux grands géomètres, qui 
exigent de très-longs calculs pour être appliquées . On trouvera dans la suite de ces 
mémoires une méthode générale et très-simple pour traiter les équations de cette 
classe, de même que celles d’où dépend la division en parties égales de l'arc de 
la Lemniscate, et beaucoup d’autres; et l’on verra alors pourquoi la résolution 
de ces équations déterminées se réduit toujours à un problème d’analyse indé- 
terminée. 

En appliquant notre principe général aux congruences du troisième et du 
quatrième degré, nous avons trouvé des relations fort remarquables entre le 
nombre des solutions de certaines congruences, et les racines de quelques équa- 
tions indéterminées du second degré . Nous avons tiré de là des considérations 
générales sur les résidus cubiques et bicarrés, sur lesquels ou n’avait encore 
rien publié, en montrant comment l’on devait modifier les formes des nombres 
premiers qui servent de module, afin d'avoir des théorèmes généraux. On sait 
que pour avoir tous les théorèmes connus sur les résidus quadratiques d’un 
nombre premier, il suffit que la forme linéaire de ce nombre soit dounée . Mais 
cela est insuffisant pour les résidus cubiques et bicarrés, et il faut que le nombre 
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qui sert de module soit alors d’une forme quadratique donnée. Nous parvenons 
de cette manière à trouver la forme cubique des nombres premiers qu’on u’avait 
jamais considérée jusqu’à présent. On pourrait pousser plus loin l’examen des 
formes des degrés supérieurs, en observant que pour chaque degré le nombre 
des inconnues doit égaler ou surpasser l’exposant. La même chose arrivé pour les 
congruences, et il est digne de remarque que quand on a déterminé le nombre 
des solutions d'une congruence, laquelle a autant d’inconnues qu’il y a d’unité 
dans l’exposant qui marque son degré, on aura tout de suite le nombre des 
solutions d’une autre congruence du même degré qui aurait le même module, 
mais qui contiendrait un plus grand nombre d'inconnues. C’est de cette con- 
sidération que nous déduisons un théorème général sur les congruences de tous 
les degrés, qui renferme comme cas particulier un théorème de Lagrange sur les 
congruences du second degré à deux inconnues. 

L’analyse succinte que nous venons de donner de notre mémoire suffit 
pour montrer la possibilité de déduire d’un seul principe général toute la théo- 
rie des nombres. Nous n'avons traité ici qu’une classe d'équations indétermi- 
nées: niais nous montrerons daus la suite comment on en peut résoudre un grand 
nombre d’autres, en appliquant le calcul d’approximation aux équations indé- 
terminées, auxquelles il paraissait absolument inappliquable, niais qiiicependant 
dans ce seul cas fournit des solutions exactes. Et nous fai mus voir dans nu 
mémoire particulier, comment l’on peut classer et discuter les transcendantes 
numériques , telles que les nombres premiers, les diviseurs des nombres, etc. En 
liant la théorie des nombres aux autres parties de l'analyse, il était certain que 
comme celles-ci contribueraient à son perfectionnement, elles en recevraient 
des secours; et c’est ce que nous montrerons dans la suite de ces recherches à 
l’égard des intégrales définies et des fonctions circulaires, dont plusieurs pro- 
priétés remarquables et inconnues jusqu’à présent, découleDt de l'analyse indé- 
terminée . Enfin nous fairons voir comment la considération des diflérens ordres 
d'irrationalité devient très-utile dans la résolution des équations uumériques. 
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ANAL Y S E . 

J^^ous avons montré pour la première fois, dans le 28.* Volume des 
Mémoires de l’Académie Royale des Sciences de Turin, qu’étant proposé de 
résoudre en nombres entiers l’équation 

etc. ) = o , 

(que nous indiquerons pour abréger par p—o) }>our exprimer que x, y, s,. ..etc., 
doivent être des nombres entiers, on a les équations 

sin Xr ==> o ; sin yr = o ; sin z *- = o ; . . . . etc. ; 

dont le nombre est égal à celui des inconnues, et qui doivent exister en même 
tems que l’équation proposée. Nous avons trouvé encore que le nombre des 
solutions entières et positives, plus grandes que zéro, de l’équation p = o , est 
exprimé, à très-peu près par la formule 



TEC SD je® sa» 

2 2 2 

ara i y o t s =40 


— l0(*+jr + *.... T* 

e 


S’il s’agissait d’exprimer le nombre des solutions entières de l’équation p — o , 

en donnant & x , y, z , etc. , toutes les valeurs i , a , 3, n — - i , 

on aurait la formule 


(t3) 


x on fstn *esn 

2 2 2 

xa i y ta j isi 


— io( x-¥y + ». .. *4-etc.)f 1 


*=» ja n . = „ | r i-io(x+j+z...+etc.) p+ — (x+j+z...+etc.)p’ 

2 2 2 . 1 

xa | y — i tss i 


î.a. 3. ..a 


(x + y+ z ...-f-elc. ) p* etc. 
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On pourrait encore faire usage de la formule 


i -f (ioar)’ (ioj)’ (io*)’ ©’ ’ 


et il serait facile de trouver plusieurs autres expressions semblables, propres à 
représenter le nombre ou la somme des solutions de l'équation proposée. 

Le second membre de l’équation (t3) est une série qui finira toujours par 
devenir convergente, et dont chaque terme pourra être calculé à l'aide des for- 
mules de la page 9 . Mais pour avoir une valeur approchée du premier membre 
de l’équation (t3) il faut calculer, dans le second membre, un nombre de 
termes qui augmente avec la limite n de f intégration ; de manière que l'on 
obtient toujours une expression de degré indéfini, qui est fouctiou des coefficiens 
de l'équation <p = o , et de la limite n . 11 faut remarquer surtout que les coef- 
ficiens des variables x, y, 2 , , , . etc. , dans le développement en série de l’in- 
tégrale qui, forme le premier membre de l’équation (i3), sont tels qu'en cal- 
culant un certain nombre de termes, il ne reste à peu près que ce qu’il faut pour 
donner le nombre des solutions de l’équation proposée. C’est de cette considé- 
ration, et de l’examen attentif de la nature de ces coefficiens (qui s'expriment 
aussi par des intégrales définies) que l'on pourrait déduire des cousidérations 
qui jetteraient beaucoup de lumière sur la marche de la fouctiou représentée 
par la formule (t3): mais ces recherches ne sauraient trouver place ici, et nous 
les exposerons dans un travail particulier. 

Cet aperçu suffirait déjà pour montrer de quelle manière on pourrait ré- 
duire la théorie des nombres à l'analyse ordinaire: mais nous allons reprendre 
maintenant celte question dans toute sa généralité. 

Etant proposée une équation à plusieurs inconnues à résoudre en nombres 
rationnels, fractionnaires ou entiers, ou pourra toujours la préparer de manière 
que tous les nombres cherchés doivent être entiers et positifs: puisqu'en géuéral, 
si l’équation proposée est de la forme 

P( x *J r > x , etc. ) = o , 


jrr=n rcn x = n 

2 2 2 

* — ± 1 va 1 1 
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et qne l’on cherche pour X ,y . etc. , des valeurs fractionnaires, en 

faisant 



on aura l'équation 

; 

! 


dans laquelle il ne faudra chercher pour 

. . . 1 1. • . i • ii - i • : 

x t i » y i » i ~i » *> » 

que des valeurs entières: et d’ailleurs s’il y avait des solutions négatives on les 
obtiendrait en changeant les signes des variables. Nous supposerons par consé- 
quent que ces réductions soient toujours effectuées dans les équations dont nous 
chercherons la résolution . 

Soit proposé de résoudre en nombres entiers et positifs l’équation 

,, ; . , ■ ; .r . • - , 

' . i . : ; 

•* » y , z , etc. ) = o , 

.-i - - • ■ : >■ . ’: ,.t - •; 

que nous représenterons comme auparavant par <p — o . Avec les méthodes cou- i 
nues on s’arrête là, et on tâche de résoudre cette équation en s’aidant de la for- 
me particulière de ses coefficiens. Mais l’équation p — o , exprime seulement les 
relations qui doivent exister entre les inconnues, et n’indique pas qne ces in- 
connues ne doivent recevoir que des valeurs entières et |>osiiives: pour expri- 
mer celte dernière condition l’on supposera d’abord que l’on veuille trouver 
toutes les solutions qui s’oblieunenl en donuaut a x des valeurs moiudres qu'une 
limite donnée a ; '& y des valeurs plus petites que b ; à z des valeurs moindres 
que c ; et ainsi de suite: a , b, c , . . . etc. , étant des nombres entiers et posi- 
tifs. Il est clair qu a cet effet l’on devra donner à x ,y , z , . . . etc. , toutes les 
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valeurs comprises dans les séries 



etc. ; 


et faire toutes les combinaisons possibles dans l’équation p — o . On observera 
que toutes ces valeurs de x se trouveront parmi les racines de l'équation 

X = x (x — «)(■* — a) (.r — (a — i)) = o; 

et que de même les valeurs de y et de s seront comprises parmi les racines des 
équations 

Y =y (y— 0(r— 3 ) Cr— (* — O)’ 30 * 

Z = z (s — i) (z — a) . • ( z ~ ( c — 0) = o» 

etc. 

Les équations précédentes expriment les conditions que x soit un nombre 
entier positif moindre que a ; que y soit un nombre entier positif moindre 
que è; et ainsi de suite. Ces équations; dont le nombre est égal à celui des 
inconnues, étant combinées avec l’équation p = o, fournissent toutes les con- 
ditions du problème; de manière qu’ayant un nombre total d’équations qui 
surpasse de l'unité le nombre des inconnues, le problème sera plus que détermi- 
né ; et en éliminant successivement toutes les inconnues entre ces équations, on 
aura une autre équation de condition F=o , qui comprendra les limites 
a, b, c , ... etc. , assignées aux variables, et les coeflicieos de l'équation pro- 
posée; et qui exprimera la relation qui doit exister entre ces quantités afiu que 
le problème soit résoluble. Lorsque l'équation de condition sera satisfaite, et 
que l’on sera assuré que l'équation proposée peut être résolue, on reprendra 
l’une des équations à une seule inconnue que l'on a obtenues par l'élimination 
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avant de prvenir à l’éqnation F= o . Soit X, =o , cette équation en x seul; 
en cherchant le plus grand diviseur commua entre X= o , et X x = o , on aura 
une équation de la forme X^=o, qui ne contiendra que l’inconnue x, et dont 
le degré sera égal au nombre des valeurs de x qui satisfont à l'équation proposée; 
et en résolvant l’équation X, — o, on aura toutes les valeurs de x qui satisfont 
à l’équation p = o. On pourrait trouver de même les valeurs des autres incon- 
nues, qui résolvent l’équation proposée; et l’on voit que ce principe s’applique 
encore à la recherche directe des racines rationnelles d’une équation à une 
seule inconnue; car ce problème aussi dépend de la théorie des nombres. 

Avec la méthode que nous venons d’indiquer, on a seulement les racines 
inégales; mais s’il y a des racines égales, elles peuvent se trouver avec facilité 
de la manière suivante. Nous supposerons d’abord, pour simplifier la question, 
qu’il s’agisse d'uue équation à deux inconnues seulement; puisque la méthode 
est absolument la même lorsque le nombre des variables est plus grand. 

Maintenant soit proposé de résoudre en nombres rationnels l’équation 


<p(x, jr)‘=o ; 


et supposons que n valeurs rationnelles de x — a, correspondent à une seule 
valeur rationnelle de ( n étant un nombre plus grand que l’unité) en 

différeuiiant l’équation proposée par rapport à x, et cherchant le plus grand 
commun diviseur A , entre 


d , p'x, y) 
dx 


T 

et 


on aura A = F(x ,y), et il y aura un reste K — J'(y') qui ne contien- 
dra plus x, et qui par supposition devra se réduire à zéro. Si l’on fait par 
conséquent f(y}=o , on cherchera les racines rationnelles y— h , y=b, , 
y=b j , . . . etc., de cette équation, lorsqu'il en existe, et en substituant succes- 
sivement b, b l} b, t ... etc. , pour y dans l'expression de A on aura les équations 

F( x , b ) = o ; F{ x , b, ) = o ; F( x , è, ) = o ; etc. ; 

que l’on tâchera de réduire à la forme (x — a )' ,_1 = o ; et ou trouvera de cette 
manière les valeurs multiples de x que l’on cherche. 
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Si l'on avait identiquement /f = o , on trouverait l’équation 

A = F(x, y) = (a- — f(y) ) =o, 

qui devrait exister en même tems que l’équation <p(x , y) = o , et qui en 
serait nn facteur: l’on ne pourrait donc pas déterminer de cette manière la va- 
leur de y — b-, mais en divisant le polynôme p(x , y) = o par A , le quo- 
tient Q contiendrait une seule des n racines égales; et en cherchant le plus 
grand commun diviseur entre A et Q, on aurait 1 équation x — J/(y) — ° • 
Nous avons supposé qu’il y avait seulement n valeurs de x = a , correspon- 
dantes à une valeur d ey = b: mais si outre celles-là il y avait in valeurs de x 
égales à r, et r valeurs égales à e, etc., il serait facile d’appliquer encore à ce 
cas la méthode que nous venons d'exposer. 

Soit proposée par exemple l’équation 

x 1 — 2Xy + — 1 = o , 

dans laquelle on veuille savoir si parmi les valeurs rationnelles dey qui la résol- 
vent il y en a une égale à b , et telle qu'il lui corresponde n valeurs de x = a; 
n étant un nombre plus grand que l’unité. A cet effet on diflérenticra l'équation 
proposée par rapport à x et l’ou aura x — -y = o ; puis eu cherchant le plus 
grand commun diviseur entre ces deux équations, l’on trouvera x — y pour ce 
diviseur et ay 3 — y’ — î = o, pour reste, et comme celte dernière équation 
est satisfaite en faisant y = i , si l’on substitue cette valeur dans l’équation pro- 
posée, on aura 

x* — a x -f~ i == ( x — i ) a = i ; 
et par conséquent l'équation 

x’ • — axy-|-ay 3 — i = o, 

est telle que deux valeurs de x = i , correspondent à la racine y = i . 

On voit, par ce qui précède, quelles opérations il faudrait faire dans tous les 
cas; car si l’équation proposée contenait n inconnues, on la réduirait toujours à 
une autre qui en aurait n — i seulement. 
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Maintenant il est clair que toute la théorie des nombres se ramène au pro- 
blème de l'élimination; puisqu’il suffirait d’éliminer toutes les inconnues entre 
les équations > 

P ( x » y » •= > etc. ) = o , AT = o , V = o , Z = o , etc. , 

que nous avons établie» précédemment, pour trouver l’équation de condition 
F = o , qni renferme la résoluliou de l’équation proposée. L'élimination géné- 
rale entre ces équations ne saurait s’effectuer avec les méthodes connues; il est 
vrai que l’on pourrait substituer directement les valeurs des inconnues, mais il 
serait très-difficile de résoudre la question par cette voie. Pour la traiter avec 
quelque succès il faut recourir aux intégrales définies, et spécialement aux inté- 
grales dont la valeur est indépendante des constantes qu'elles renferment. Mais 
nous nous réservons de donner cette théorie générale dans une autre occasion; 
et nous nous bornerons pour le moment à considérer les équations dans lesquel- 
les l’une des inconnue est élevée seulement au premier degré, et que M. Gauss 
a nommées congruences; et nous déduirons d’une seule formule tout ce que l’on 
savait sur ce genre d'équations et beaucoup d’autres résultats nouveaux. Cela 
nous fournira l’occasion de montrer un exemple des simplifications remarqua- 
bles dont notre méthode est susceptible, lorsqu’on l’applique aux cas particu- 
liers, et des artiiiees d’analyse dont il faut faire usage pour résoudre ce genre de 
questions . 

Soit proposé de résoudre l'équation 

04) f>( x , y , jï , etc. ) + pu = o ; 

dans laquelle <p exprime une fouction rationnelle et entière quelconque des nom- 
bres entiers x , y , z , . . . . etc. , et u doit être un nombre entier. Il est clair 
que s’il existe des valeurs de x , y , z , . . . . etc. , plus grandes que p , qui 
résolvent l’équation proposée, il y en aura aussi d’autres qui seront comprises 
entre zéro et p; et ce seront ces dernières que nous considérerons toujours dans 
ce qui suit, à moins que nous n’indiquions spécialement le contraire. A pré- 
sent l’on sait que l'équation (î 4) équivaut, d'après la notation de M. Gauss, 
à la congruence 

K x > * » elc - ) = o ( '«ad- P ) • 
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En supposant, pour simplifier le problème, que cette congruence se réduise 
à la forme 

X sa x" -j- X— -j- x* -1 A^t x -f- A„ ss o ( mod. p ) , 

(les coefficiens A, , A t , . . . • A m étant toujours des nombres entiers) si 
elle a une racine entière x =■ a, , on jtourra toujours la mettre sous la forme 
(x — a,') X, = o ( mod. p ) , X, étant un polynôme entier en x du degré 
m — i ; il résulte de là que la congruence Jeo( mod. p ) ne peut avoir, 
tout au plus , qu’un nombre m de racines entières moindres que p , m étant le 
nombre qui exprime le degré du polynôme X ; et que si elle a les /« racines 
entières 

a i > *• i a m , 

on pourra faire 

X==(x — o, ) (x — «,) (x — a, ) (x — a„ ) == o (mod. p), 


et on aura les congruences 


(. 5 ). 


a > + a , + «s + a m == — A, ( mod. p ) , 


a, fl, -f - a, «j ....... -f- a, a, 

• ;i .i ‘ : . t *-;> ' . 

+ a» -f «, fl 4 + «, a„ 

-f etc. 


s ( mod. p ) , 


a i a t a 3 ~f~ fl, fl, fl 4 

+ a » a 3 «4 + fl, a 3 fl 5 


-j- fl, o, fl„ 
-J- o, fl 3 fl m 
-j- etc. 


es — Ai ( mod. p ) , 


«, a, «j • . • • . a* = =* A m . ( mod. p ) 
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Dans cette dernière congruence il faudra prendre le signe si m est un nombre 
pair, et le signe — si m est un uomhre impair. 

Pour trouver la somme des puissances r. ma des racines de la congruence 
X = o ( rnod. p ) , on aura des formules semblables à celles que l’ou obtient 
j»ur les équations algébriques; car en appellant P r , , P r _ , , etc., la 

somme des puissauces r.““, ( r — i , ( r — a ) , etc. , de ces ra- 
ciues ou aura 


P r -f X, P,_, -f J, P r-a + r À r =a o ( mod. p ) . 

On peut de 1a même manière transformer les congruences et obtenir leurs fone- 
lious symétriques. Eu général étant proposé de trouver une fonction symétri- 
que donnée <p , des racines de la coDgruence X=o (mod. p ) , qui a toutes ses 
racines entières, on cherchera la meme fonction symétrique dans l'équation 
X = o , et en exprimant dans l’équation la valeur de cette fonction par p = S , 
on sera assuré que ]x>ur la cougruence on aura 

p = S ( mod. p ) . 

Soit maintenant proposé de résoudre la congruence 
af — x s o ( mod. p ) , 

» 

dans laquelle p est un nombre premier. Si l’ou cherche une transformée en y 
dont les racines surpasseut de l'unité celles delà proposée, on aura yc=x-\-i , 
et partant x —y — t ; d'où l’on déduira 

(.X— 1 Y— (J— , )so(mod./t) 

et par suite, en négligeant les multiples de p , 

yr — > y s o ( mod. p ) . 

Mais comme cette dernière congruence est identique avec la proposée, il en 
résulte que celle-ci ayant la racine xs=a, aura de même la racine x = a t , 
et par conséquent l’autre x = a -f- a : et qu’eu général elle sera résolue par 
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toutes les valeurs de x de la forme a -|- z ; z étant un nombre entier positif 
quelconque: et puisque en faisant x = o , on satisfait à la congruence proposée, 
elle aura pour racines tous les nombres naturels. Par conséquent la congruence 

x?~' — i = o ( mod. p ) , 

aura pour racines tous les nombres 1 ,2,3 , p — i ; ce qui forme le théo- 
rème de Fermât. 

La congruence 

. ±r-' — i = o ( mod. p ) , 

dans laquelle p est un nombre premier, étant comparée à l’autre 

x" -j- A, x"~' -f- A , x" -3 + A„_, x -j- A m s o ( mod. p ) , 

que nous avons déjà considérée, donne 

A , = o , A^ = o , . . . . = o , A m = — t ; 

m => p — lia, = i,s,s a, a m = p — i ; 

et par conséquent, en substituant les valeurs des racines a, , a 2 , a } , a m , 
dans les congruences (i5) , on aura 


i -f a 4-3 4 ’ P — i s o ( mod p ) , 

{ i.a+i.3 4- i • (P — O J 

< 4- a . 3 4- a . 4 -fa. (p — i ) J =3 o ( mod p ) , 


et enfin 

i .a. 3 (f> — i ) 4 iso ( mod p ) , 
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puisque p — t est un nombre pair (*). Cette dernière congruence équivaut au 
théorème de Wilson . 

Si l'on voulait trouver un nombre z tel qu'en faisant le produit de tous les 
nombres inférieurs à p (/» étant uu nombre premier) moins le facteur g , on eût 

i . a . 3 (g—*) (g + 1 ) .•••(/>— O + (mod. p ), 

on devrait chercher à déterminer les coefüciens de la congruence 

x a x' 7-5 -f- /3 x^ -j- z = o (rood./») , 

qui a pour racines tous les nombres entiers inférieurs à p , excepté le nombre g: 
à cet effet on divisera la congruence 

x' r “ l — 1=0 (mod./») 

par x — g , et le dernier terme du quotient sera le nombre z. 

En effectuant la division l’on trouvera 


1 4 - 


... 9 


et puisque g*"" 1 — t s o (mod./»), 
jf~‘ — i 

= af» 4- exT* 

x — g ~ * 

et partant 

« .2. 3. ...(g— i) (*+,)....(/»- 

En faisaot dans cette congruence g ~ î 
qui est un cas particulier de celui-ci. 


on obtiendra 

+ g r3 x + f 1 s o (mod./»), 

») (P - 1 r ) + g '' 3 e 0 ( mod -jp) • 

, on retrouve le théorème dé Wilson 

\ 


(*) Si le nombre premier p était égal à a , p — t ne serait plus un nombre pair j mai* alors 
on aurait identiquement 

t i S O ( mod 1 ) . 
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On pourrait déduire de là tous les théorèmes que M. Gauss a insérés dans 
la troisième section de ses Recherches Arithmétiques, et beaucoup d’autres 
propositions nouvelles. Si l'on prend, par exemple, la somme des puissances n . ma 
des racines de la congeuence 

x^” 1 — i = o (inod. p) , 

on trouve que , p étant un nombre premier, on aura toujours 

i + a" + 3" 4 (p — i T = o ( raod. p) , 

lorsque n n’est pas divisible par p — i ; tandis que si n est un multiple de 
p — i , on obtiendra 

i 4 a " 4" 3" 4 (p — i)“ = — i( rnod. p ) . 

M. Poinsot a démontré que les racines de la congruence 
x" — î « o ( mod. np -j- i ) , 

dans laquelle np 4 i est un nombre premier, se déduisent des racines de 
l'équation x" — î = o , en ajoutant des multiples de np 4 1 80118 les radi- 
caux compris dans l’expressiou de ces racines: mais cette proposition n’est qu’un 
cas particulier d’uu théorème plus général que nous allons démontrer. En effet 
la congruence 

x" 4 A, x*" 4 x 4 A, == o ( mod. p ) , 

dans laquelle p est un nombre quelconque , équivaut à l'équation à deux inconnues 

x" 4 A, x"~' 4 A m x 4 (A n —■ py) — o , 

dont les racines sont exprimées par une formule de la forme 

x= <p(A t , A % , A„_, , A n —py ), 

qui se réduit à l'expression des racines de l'équation 

x* *4 A x x— 4 A^ x 4 A n = o , 

lorsqu’on y fait y=>o . Si donc vice-versâ l'on ajoute des multiples de p sous 
les radicaux compris dans l’expression des racines de cette équation , on aura les 
racines de la congruence proposée. 
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En appliquant aux congruence* ce que nous avons dit en général des 
équations à plusieurs inconnues en nombres entiers, on trouve que toutes les 
solutions inégales et moindres que p de la congruence 

<p(x,y,z, .... etc. ) = <X> = o ( mod. p ) , 

sont comprises parmi les racines des congruences 

A'= x (x — i ) (x — a ) (•*■ — ( p — i)) = o (mod. p ) , 

Y — y ( J — 0 ( J — 3 ) ( Y — {p — 1 ) ) = o ( mo<! - P ) . 

Z =■ z (r — i)(s — a) ( s “ (/? — 0 ) s o (rood. p) , 

etc. ; 

et qu’en éliminaul toutes les variables entre les congruences 

(J) = o (mod. p) , Js o (mod./?) , Y ^ o (mod./?) ,Zs o (mod./?) , ...etc. , 

on obtiendra une congruence de condition qui devra être satisfaite afin que la 
congruence proposée soit résoluble: de manière qu’au lieu d’avoir l’équation 
de condition C = o, comme pour les équations, on aura la congruence de 
condition C = o (mod. /?) , et l’expression qui aurait dù se réduire à zéro 
dans le premier cas, devra être divisible par p dans le second . Lorsque p est un 
nombre premier, la question se simplifie beaucoup, car par le théorème de 
Fermât on aura 

x (x — i) (x — a) (x — (/? — i)) « xf — x == o (mod. p) , 

y (y — i ){y — a) (r — ■ (/> — 0) =y r — y ( mod -F) » 

^ (z — 1 ) (z — a) (z — (p — i))=z'~ z == o ( mod. p ) , 

: etc. , 
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et l’on devra éliminer les inconnues entre les congruences 

‘'t'" = o(rood.^») — x = o(mod .p),y p — y = o (mod. p),z p — z s a(mod. /?),... etc. , 

pour avoir la congruence de condition . 

Si dans la congruence 

"'f* =: o ( mod. p ) 

on cherchait seulement les racines différentes de zéro, on devrait élimiuer les 
inconnues entre dette congruence et les suivantes 

x?~‘ — 1=0 (mod. p) , — i = o (mod. p") , s,r~' — 1 = o (mod. /;) , ... etc. , 

et comme les racines congrues à zéro peuvent se trouver séparément avec faci- 
lité, nous supposerons, dans ce qui suit, que l’on cherche les racines différentes 
de zéro; ce qui simplifiera beaucoup nos recherches. 

Il est clair, d’après ce que nous avons démontré sur les fonctions symétri- 
ques des congruences, qu’étant proposé d’élimiuer les inconnues entre les con- 
gruences 

0 = <p(x,y,z, etc. )=3o ( mod. p ) , 

O, = p, ( x , y , z , etc. ) s o ( mod. p ) , 

0, = /p, ( x , y , s etc. ) s o ( mod. p ) , 

etc. , 

on pourra effectuer l’élimination entre les équations 

<D = o, O, = o , (D a = o...... etc. , 

pourvu qu’au lieu de l’équation F = o , qui résultera de cette élimination, 
on écrive 

F = o ( mod. p ) 

Pour faire quelques applications de ce principe, soit proposé de résoudre 
Tom. I. 9 
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la congruence 

Ax -|- B = o ( mod. p ) ; 

* B 

il est évident que si A cl p ont un facteur commun, qui ne divise point B , 
cette congruence ne pourra pas se résoudre; et comme lorsque ce facteur com- 
mun existe et divise B , on peut toujours loter, on pourra supposer que A et p 
sout premiers entre eux; et en faisant x — Bz , on aura 

B ( Az -{- i ) =s o ( mod. p ) ; 

et il faudra résoudre la congruence 

Az -f- i s o ( mod. p ) . 

Maintenant si l’on décompose p dans tons ses facteurs premiers, égaux ou iné- 
gaux, de manière que l’on ait 

p = a.b.c n , 

on devra résoudre la congruence 

A z -j- i es o ( mod. a.b.c ..... n) , 

qui se change dans la suivante j 

Ay — . i s o ( mod. a.b.c »), 

en faisant z = — y . 

En considérant la congruence 

» 

Ay — i s o ( mod. a ) , 

il faudra éliminer entre celle-ci et la suivante y*~ l ■ — i ^ o (mod. o), qui 
équivaut à l’autre 

A“~‘ y*~' — I = o ( mod. a ) ; 

puisque par supposition a est un nombre premier qui ne divise point A : alors 
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en divisant A a ~' y*~' — t , par Ay — i , on obtiendra un quotient exact; d’où 
l’on déduira que la congruence 

Ay — i s o ( mod. p ) , 

est résolue en faisant 

y = A M = Y, ; 

en indiquant par s un nombre entier quelconque: on trouvera de même que 
toutes les congruences 

Ay — i sa o ( mod. b ) , Ay — i s o ( mod. c ) etc. , 

seront résolues en faisant successivement 

y — A*~* t 5- ' = Y, ; y =» A*-' u c ~' = Y, ; etc. 


11 résulte de là que la congruence 

(AY, — i ) (AY t — i ) (AY, — i ) s o (mod. a.b.c .... t»), 

et par suite l’autre 

Y = (AY,— i)* ( AY , — i )» (AY,— i )* = o(mod.^), 


seront toujours satisfaites: mais la valeur de y étant composée d’un nombre pair 
de facteurs, pourra se réduire à la forme 

A z -j- i sa o ( mod. p ) ; 

et puisque celte congruence est résoluble , l’autre 

A x -j- B = o (mod. p) , 

le sera de même, et on aura 


((4-' sr-'—iy (a*- 1 — t) 1 i) 1 — i)^ , 
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jiour upc de ses racines; en observant que l’on peut prendre pour s v , 

des nombres entiers quelconques. En général toutes les solutions possibles de la 
congruence proposée seront douuécs par la formule 

dans laquelle u est un nombre entier quelconque.* 

Soit proposé maintenant de résoudre la congruence du second degré 

ar’ + ? r + r = ° ( mod. *P + 1 ) > 

i p i étant un nombre premier; il est clair que si elle a une racine x = A , 
il y en aura une autre je = B s — q — A , et partant si elle est résoluble 
il faudra qu’en divisant x'' 1 ’ — ■ t , par x % q x r , le reste soit divisible 

par a p -j- i . A présent on doit remarquer que si * et |3 sont les deux racines 
de l’équation 

** + q* + r = o , 

on aura 

x’ -f- yx -f r = (x — «) (x — 0) , 
et par conséquent 

x v — ■ xv — i x *p — , x 2 ?—i 

x'+qx + r (x — «)(x — 0) (0 — «) (x — /3) (x — (3)(x — *) 

en effectuant la division ou trouvera le reste 


I 


(3 - « 




qui-devra être divisible par a p -f- i ; ce qui donnera, en réduisant au même 
dénominateur , 



(X— a) (fiV— «) — (X— P) («y— Q 
(x — «)(x— 0) 


(mod. *p -\- 1 ) , 


1» 
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a /3 | 


y ff*-" — 
v 0 - 


a ’?-i 






(mod.a/>-f- 1 ); 


d'où l'on déduira les deux congruences de condition 

fl’P — -’P /ffl’P-' — a’P"" 1 \ 

g - S o (mod.ap + i) ; a/3 f ^ V(- ' s=o (ntod. 3 />+ i). 

On voit ici cju 'après avoir effectué la division par /3 — a , les premiers 
membres de ces deux congruences pourront toujours s’exprimera l’aide des fjuan- 
tilés q et r , puisqu'ils ne renferment que des fonctions symétriques des racines 
a et /3: et d’ailleurs il est clair que l’ou pourra toujours substituer au lieu de 
« et (3 , les quantités 

— q -}- >/ q* — 4 r _ — q — ^ q 1 — 4 r 

. j ■ — 

3 3 

Si dans la congruence 

3r a -f'? ir + r = 0 ( naod. 2 p — f- i ) , 

on fait q = o , r = — s ; on devra dans les congruences ( i G) faire a -f- /3 == o , 
et partant a = — /3 j mais l’on a aussi /3 = Vs , a = — v's , 

0 — a = 3 Vs , /3a = — s; par conséquent les deux coDgruences ( 16 ) se 
réduiront aux suivantes 

/sr-' _j_ sT~\ 

— 7-so(mod.î/)+i) ; — sv^ ^ j + 'so (mod.3^-fi); 


dont la première est toujours satisfaite, et la seconde se réduit à l’autre 
( 17 ) s’’ — i=o( mod. 2 p -j- * ) j 
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qui esi l,i condition déjà connue pour la résolution de la congruence 
x’ — s o ( mod. 2/J + i ) . 

Soit proposé, par exemple, de trouver la condition qui doit être satisfaite 
afin que la congruence x J -f- i s o ( mod. ip -j- t ) , dans laquelle a/j -f- i 
est un nombre premier, soit résoluble; on devra faire s = — i , dans la con- 
gruence de condition (17), et on aura 

( — 1 y — 1 = o ( mod. 2 /j -J- 1 ) ; 

ce qui montre que p doit être un nombre pair. 

En appliquant aux congruences dn second degré les mêmes principes 
dont nous avons fait usage pour résoudre celles du premier degré , ou pourrait 
trouver la résolution générale de la congruence 

+ rso( mod. p ) , 

dans laquelle p est un nombre quelconque, pourvu que l’on counùt tous les 
facteurs premiers de p. 

En général étant proposée une congruence d’un degré quelconque 

X => x K + a, x”-‘ -f- a, x— -j- a M x -f- a m = o (mod. p ) , 

dans laquelle p est un nombre premier, on divisera x^~ l — 1 par X (en faisant 
usage de la même méthode dont nous nous sommes servis pour les congruences 
du second degré) et on obtieudra un reste de la forme 

X, = l>, x— 1 -f x" -1 + b^_ x x + b n . 

Maintenant si la congruence proposée a n racines entières, on devra avoir 
les n congruences de condition 

b, s o (mod. p ) , é, s o (mod. p) , ...... i,eo (mod. /j) , 

et on sera assuré que si elles sont satisfaites, la congruence X=o (mod. p) , 
aura toutes ses racines entières; mais si cette congruence n'avait qu’un nombre 
n — m du racines entières, alors on devrait chercher de nouveau le plus grand 
commun diviseur entre X et X, , et on trouverait eulin ]x>ur reste une 
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congruence de la forme 

X t — c, x'-—' + c, x"-"- 1 -f- c M = o (raod. p ) , 

qui donnerait les congruences de condition 

c.sso (mod. p) , c, = o (mod. p) , s o (inod.p), 

dont le nombre sera toujours égal au nombre des racines entières du la cou- 
gruence proposée. On voit par là que la résolution d’une congruence du degré 
n , qui n’a que n • — m racines entières, se réduira à la résolution d’une con- 
gruence du degré n — m, en cherchant le plus grand commun diviseur entre 
X et af~' — i . 

Soit proposé, par exemple, de résoudre la congruence 
x“ — i = o ( mod. ap -}- i ) , 

dans laquelle ap i est un nombre premier, on divisera x ap — i par x * — b , 
et on trouvera un quotient Ne t le reste b p — i ; doit il résulte que si la cou- 
gruence 

( 18) b * — iso (mod. ap i ) 

est résoluble, la congruence proposée aura toutes ses racines entières. 

Les deux congruences de condition (17) et (18) avaient été trouvées par 
Fermât, mais avec sa méthode on ne pouvait pas trouver les conditions qui 
devaient être satisfaites, lorsque les congruences proposées netaient j>as binômes: 
ce qu'on peut toujours effectuer par les principes que nous venons d’exposer. 

La congruence de condition ( 18) montre que ia congruence 

x* — 1 = o ( mod. 6 p -j- 1 ) , 

a toujours trois racines entières lorsque 6 p -f- 1 est un nombre premier; mais 
comme il est évident qu’une de ces racines est x = 1 , on pourra diviser par 
x — 1 , et on obtiendra la congruence du second degré 

x* -f- x -f- 1 s o ( mod. 6 p + t ) , 

qui aura ses deux racines entières : il faudra par conséquent que les deux 
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(•i 


(10).. .(«p 


( ) 

congruences (tG) soient satisfaites quand on substitue [tour « et 0 les deux raci- 
nes de leqnation x J x -j- 1 c= o , et que l'on change ip -J- i en 6p -j- i . 
Maintenant on à 

/3 = -7(! +V^3) } * = ; 

^Sp 

et pariant, la congruence — — s o (mod. 6p -f- i ) , deviendra la suivante 

p —— et 


i&y/ZZïii' + V — 3)^ — (t —^ — 3)^) = o (mod. 6p + i), 
qui donnera en développant 

.■t-HfVri- V'»-') .) gp(6p-,)(6p-aj ^ { «p(6p-,)(Sp-,K«p-3 - + ^ 


a . S 


a . J . « 


-, o. 6p J~3 + 6p -' > ,e P~^ _ 3 _ 6p(«p-0(«p -*) + ^ 

a a . 3 a . 3 . 4 


jip-, v 


6p(6p — i'(Sp — a) , 8p (8p— i)(S p — »)( 6 p— 3)(6p— 

a ' . S ' a . 3 . 4 . S 




^ mod. 6p-4- » ) | 


et pu* conséquent 

,) . «„ _ 6p(ep~,)(e p -,) _ VÇfp— • K®' - i 6 ^T. 4 ) . j’ _«, c . = o'mcl. sp-t-.). 

Si l’on substitue les valeurs de » et dans la congtuencc 

* ^ ( ~ — /3 ) + ISO ( mod + 1 ) > 

on aura, après avoir développé, la congruence 

'6p— t)'Sp — i;(6p — 3 ) , [6p — I ) (8p — a) (6p — S) (6p — 4) (Sp — 5) ^fip-i — o(moJ _ Sp + l ). 

' a. S ’ a. 3. 4. S 
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Les deux congruences (19) et (20) , que nous venons de trouver, et qui doivent 
toujours être satisfaites en même tems, lorsque Gp- 1 - 1 est un nombre premier, 
renferment un théorème exclusif et assez curieux, sur nombres premiers de la 
forme Gp -f- 1 . 

A présent si l'on effectue l'élimination de Gp , entre la coDgruence 


«p _ 1 } , s + ■) (»-»(»-») w -zj ) . 3 ._ <lfc g . (mod . 6p + l)t 

3 • 3 a • 3 • 4 • 5 


et l’autre, qui est toujours résoluble, 

Gp -|- 1 o (mod. Gp 1) 
on trouvera, après les réductions, 

-■ + ^• 3 -^ 4444 - 3 - + 


1 . 3.3 1 . 2 . 3 . 4-5 

(- 3 )*-«_ 


3 3 e“' 


1 + 3 — 3 * . . . . =*= 3 s e-‘ = 


( — 3 ) 3 r — 1 =0 (mod. -|- 1 )• 


Lorsque p = an, cette dernière congruence deviendra 

3 6 “ — 1 s o ( mod. ta n -{- 1 ) , 

et celle-ci sera toujours résoluble d'après ce qui précède: d'où il résulte, par la 
congruence de condition (17), que la congruence — 3 = o(mod. ta» -f- i) 
est toujours résoluble lorsque tan -j- 1 est un nombre premier. Un pourrait 
appliquer les mêmes principes à des congruences de degrés plus élevés, et on 
obtiendrait un grand nombre de théorèmes nouveaux, du meme genre que ceux 
que nous venons d'énoncer; mais ces recherches nous écarteraient trop de notre 
but, et nous allons ex|>oser de préférence quelques applications de la théorie des 
congruences à la résolution d'une classe d’équations iudétermiuées dont Lagrange 
a considéré les plus simples. 

Soit proposé de résoudre en nombres entiers l’équation 

a -|- a, x -f- x* -j - a H x n X 

"T e f e, r f e, x’ + e„ x m X, ’ 

Tom. I. 10 
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on voit facilement que ce problème se réduit à la résolution de la congruence 
JFso(ruod. -ï,); mais comme on a aussi identiquement X,æa (mod. X,), 
on pourra éliminer x entre ces deux congruences et on trouvera, après l'élimi- 
nation, une congruence de condition D œ o (tnod. X t ) , dans laquelle JJ sera 
uue fonction donnée des cnefliciens 


» 


e, , e. 


et il faudra que X, divise le nombre D. Maintenant supposons que tous les divi- 
seurs, positifs ou négatifs, de D soient représentés par la série des nombres 


i , d, , d a , d t , 
on devra faire successivement 


<1. , D ; 


-V, = . } X, = d, i X, s= d % ; . . . X, = d. ; X, = D ; 

et en clicrchaul les racines entières de ces équations, on aura toutes les valeurs 
de x qui résolvent la congruence X = o ( mod. X, , ) , et par suite l'équatiou 


y = 


a a, x a t x* -(- a„ x n 


e -j- e, x -j- e a x’ 


+ e - x " 


X 

x, ' 


Etant donnée la même fraction -==■ , on peut trouver aussi tous les nombres 

X, 

entiers qui, pour une même valeur de x , divisent à la fois le numérateur et le 
dénominateur. Eu effet si l’on représente en général par J l’un de ces facteurs 
communs, ou aura X = o ( mod. <f ) j X, = o ( mod. J); et en éliminant 
x entre ces deux congruences (ou ce qui revient au même entre les deux équa- 
tions X = o , X, = o , ) on aura la congruence de condition D 3 o (mod. J), 
et le nombre S devra se trouver parmi les diviseurs de D- Il est clair que si 
X et X, , avaient une racine commune », il faudrait commencer par diviser ces 
deux polynômes par x — », autrement on aurait toujours D = o . 

Etant données les deux fonctions à deux inconnues p ( x ,y ) ; F( x ,y ) ; 
si elles ont un facteur commun J on aura toujours 

P( x >y ) = ° ( mod. 3) ; F(x ,y)== o ( mod. 3 ) ; 
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et en éliminant x ou y, entre ces deux congruences, on aura deux autres con- 
gruences de la forme 

■'f (x) = o (ntod. S ) } ’5 r , (y) = o (mod. S) . 

Soit proposé maintenant de résoudre en nombres entiers les deux équations 
simultanées 

p( x >y)'=F( x ,y)- <K x >.r>*) » $(*,.r) = o ; 

que uous exprimerons pour abréger par ÇJ F. \j/ ; O = o ; on pourra les 
réduire aux congruences 

P = ° ( mod. j F) ; O = o ( mod. F ) ; F= o ( mod. F) ; 

et en éliminant x et je entre ces trois congruences, on aura la congruence de 
condition 

D = o ( mod. F ) , 

dou Ion déduira toutes les valeurs possibles de F: l’on aura ainsi trois équa- 
tions et trois inconnues, et les deux équations proposées seront résolues com- 
plètement . 

Etant proposées les deux équations simultanées 
$(x,z) ra p(x,z).P(x,j,z) ; 0, (x,z) =<p{x,z).F l (x,y,z)\ 
que nous indiquerons, pour abréger, par 

(& = ç> . F ; <J>, = p . F, ; 

elles se transformeront dans les congruences 

$ = o ( mod. p ) ; (J), = o ( mod. p ) ; p = o ( mod. p ) ; 
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d'où l’on déduira, par l'éliminai ion, la congruence de condition D=o (mod. p), 
qui fournira toutes les valeurs possibles de p; et l'on aura résolu complètement 
les deux équations proposées. On pourrait appliquer ces principes à «les équa- 
tions contenant un plus grand nombre d’inconnues; mais nous traiterons sépa- 
rément cette matière dans un mémoire particulier sur les congruences à mo- 
dule variable. 

En reprenant les congruences de condition, que nous avons données pré- 
cédemment, il est clair que l’on pourra éliminer les inconnues entre la con- 
gruence à plusieurs inconnues 

K * » y » s , etc. ) = o ( inod. p ) , 

(dans laquelle p est un nombre premier) que nous indiquerons (tour abréger 
par p œ o (mod. p ) , et les suivantes 

xf~' — tæ o(mod.jj) ;_y r * 1 — tso (mod. p") ; z ^~' — i=o(mod.^) ; ...etc.; 

de la même manière que s'il s'agissait d'éliminer entre les équation 

p = o ; xr-' — 1=0; yr-' — .1=0; gT' — 1=0 ; ... etc. ; 

et que le résultat sera de la même forme: à présent pour éliminer les inconnues 
entre ces équations, on peut substituer dans la première toutes les valeurs de 
x , y , z ■ etc. , déduites des autres équations, et comme l'on a 


Xt= I 


a r . a r 4 r / — . 4 «r 

x = cos 1 - V — I sut ; x cos +v-isin — ; 

p-\ p-i p - 1 p - 1 


. — . »(/»-*)■■ 
.cos — — — W- 1 s.n p i 


y — 1 > y — cos Z — 7 + V^-lsin- — - ; yr=cos +V- 1 sin ; 

*>-i p - 1 p - 1 


P- 1 


y = cos 


p-i ■ - p 

a(/>-a) 


, — . _4* 

V 


— . a(^-»)r . 

+ V-istn- : 

P — 1 


etc. : 
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en substituant l’une après l’autre toutes ces valeurs daus l'équation p = o, et 
faisant le produit de toutes les fonctiuus semblables (pie l’on obtiendra de cette 
manière, on trouvera la congruence de condition 


X*=p- 1 * 


/ — . axir . — . a/»r a*» , — . awr \ 

X i X j — *°gf ( co« -+• v — * *‘n , cos h V — »sin“ , cos -4* \ — i sin .... etc. ) 

rr* V p— » p—' p-‘ p—' p— * p—« / 




= o { nmd. p ) . 


Cette congruence parait assez singulière à cause des fonctions circulaires qu’elle 
renferme; cependant en observant le rapport qui existe entre la congruence 


a s « -j- px ( mod. p ) , et l'équation cos 


a r (a — f- p jc)t 

— — cos — ~ i_ 


, lorsque 


a , p el x , sont des nombres entiers, on [murruit se rendre compte aisément de 
la forme de cette expression. On pourrait déduire de là plusieurs théorèmes 
connus sur les congruences; mais cette route serait longue et pénible, et nous 
préférons de partir d’une autre équation fondamentale qui servira à retrouver 
directement tout ce que l’on savait sur la théorie des congruences, et à décou- 
vrir beaucoup de propositions nouvelles. Eu observant que quoique par notre 
théorie on ne trouve que les racines inégales de la congruence p = o , on 
obtiendra cependant les racines égales par ia méthode dont nous avons fait 
usage pour les équations indéterminées; et même on les trouvera directement 
en éliminant entre les congruences 


d p __ 


d p 


P — o ( a» 011 - P ) > dx^° ( mod ’ P ) » -ÂZ — ° ( mod - P ) 


dx 


etc. 


Etant donnée l’équation à une seule inconnue 


x m — 1=0, 

si l!on représente par P n , P n _ m , P Mm , . etc. , les sommes des puis- 

sances n."“ , ( n — m ) , ( n — a m ) .*** .... etc. , de ses racines , 
on aura 

Pn = Pn-m <= P*-*m => P n~*m = etC. ; 
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de sorte que si n est un multiple de m , on obtient P n = m ; et dans Je cas 
contraire on trouve P„=o. En exprimant les racines de l'équation x " — 1 = 0 , 
en fonctions circulaires, on aura 


/ or . or\" / ar . 3r \ 

(cos — + v - i sin — I -e ( cos — + v - i sin - — J 

\ m m y \ m m y 

( a ur . a»rY* / 

cos + V - i sin I + I 

m m y \ 


a (m~ i )r . . a(;n-t)r\" 

cos — - s-v-isin 1 

m ni 


)_ry 


Si l’on transforme la second membre au moyen de la relation connue 


( cos z -j- V — i sin 5 )" = cos nz -j- V — i siu nz , 

et qu’on néglige les imaginaires qui, dans le cas actuel, doivent nécessairement 
se détruire, on obtiendra 


, onr anr l\ nw huit i(m — i)«r 

fil) / , „=cos +cos +cos +cos +cos — - 

ni ni ni ni ni 


u CS ta 



U tau 


iunw 

m 


sin »(»-£)r + 


sin 


i » n 
m 


i sin 


i» n 
m 


1 


et la valeur de cette expression sera m ou zéro, suivant que le nombre — 
sera entier ou fractionnaire . 

Il résulte de là que si l'on prend successivement la somme des puissances 
n. des équations 

x — i=o , x 1 — i=o , x s — i=q, x" — i=o , 

on aura la somme des diviseurs de n , compris daus les nombres i ,2,3,.../»; 
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( 79 ) 

et cette somme pourra être représentée par la formule 


Jf TS SW I 1 y' Cl ï 

2 2 co ,îsc_y\ 

*=si /ao jp 


sin a (» — ) r -f- sin ~ 


a sin 


On trouverait de même que le nombre des diviseurs de n, compris dans 
la série i , a , 3 , . . . . m , est donné par l’expression 


r=>»+\ J'TSX 

2 2 i-co 

*=> J r °° x x Âmm 


sin a(--fjr + sin i’ 


Si l’on voulait exprimer la somme et le nombre de tous les diviseurs de n, 
en représentant pr J' [n) la première de ces fonctions, et pr S (n) la seconde, 


on aurait 


*=»+' x~* 

/■(») = 2 2 « isn , 

J *oi jrao JT» 


yasn+t y es* 


j(») =2 2 4 oo S lai 


XC 3 I /30 X 


On sait que lorsque /> est un nombre premier, on a 

/(-)-»+« î *(») = a ; 
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( 8o ) 

nous aurons donc, en changeant les limites des variables, les denx équations 


J 8=8 * 

2 2 


x e=» /ei 


COS 


2 nyv 




2 nrir 

cos — - — = 

Xd| J-* X x 


qui renferment deux propriétés spéciales des nombres premiers. 

On a vu que, n et rn étant deux nombres entiers, la formule 

sia 2 (n — )r 4- siu -- 

\ Jm ' * m 

. n n 

2 SIU — 

m 

a pour valeur m, si n est divisible par m, et quelle se réduit à zéro lorsque 
cette condition n’est pas satisfaite. Nous avons démontré de plus, que p étaut 
un nombre premier, l’expression 

1 • a ■ 3 (P ~ 1 ) + 1 

P 

ne peut deveuir uu nombre entier que lorsque p est un nombre premier ; eu 
faisant donc 

m = p , et re=i.a.3....(/j — x ) — |- * , 
dans la formule (ai) , elle se transformera en celle-ci 


. / , , i . S.. ..(p — i ) + i\ . . /■.i.J...(p — t)+i\ 

sin a j. ..(*-») + ;T + sm( ^ — ) 


a sin Ç 


i . a . 3 . « . ( p — i ) -H i 




qui devient p lorsque p est un nombre premier , et qui se réduit à zéro dans 
le cas contraire. Ainsi celte formule représente exclusivement tous les nom- 
bres premiers. Si l'on voulait exprimer analytiquement la somme des nombres 
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premiers compris dans la série 


( 8‘ ) 


«,« + i,a+ 3 , a + b — , , 

on aurait la formule 


r^=.a-\-h 



•(* — O -h • — 


a. a 3....(x— i )-+ » 


•)r + sin (- 


— 1 ) + 




sin 


X 1 ) -+ 


-) 


ir 


On peut généraliser beaucoup ces expression, et les appliquer aux séries 
périodiques, aux fonctions discontinues et à d’autres recherches: mais ce que 
nous en venons de dire suffit pour le moment. 

Puisque la formule 



a pour valeur l'unité au zéro, suivant que — est un nombre entier ou iraction- 

1 rn 

naire, il s’ensuit que le nombre JV des racines inégales de la congruence à plu- 
sieurs inconnues 


z , etc. ) = o ( mod. ni ) , 


( que nous exprimerons pour abréger par <p = o ( mod. in ) ^ dans laquelle on 
considère pour x , y , z , ... etc. , les valeurs entières 

x = a , a + i , a + a , b ; 

y — c , c + i , c+a, d. ; 

z==e , e + i , e+a, f ; 

Tom. /. il 
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sera donné par l’équation 


(“) 

/ o P* . O p*\ ( ipr — . a pr\ 

, , ( cos »+v-isin I + I cos +v-istn I 

»=i _r=J i =/ I V m m / \ rn rn J 

* 222 .., 

lupr — ». iup-, r\ / a(m-i)pr — . a f//i — t ) <Pn- I 

- )....+( cos— s - — + V-ISIU - 1 

J \ m m J 


r=* 


/ 2 IIÇXT — 

h-/ eos i-V-i 

\ m 

qui [mit .serv ir dans plusieurs cas à trouver la valeur de l’intcgrale délinie 


Tnh :~f 

2 2 2 cos a < * ' z ♦ , 


jrac 


comme nous le montrerons dans la suite. 

De même la somme des racines de la congruence p = o ( mod. m ) , com- 
prises entre les mêmes limites que celles qui oui servi à déterminer la formule 
(a a) , sera dounée par l’intégrale 


r^zi yssd *t-if 


I +1 O 


(a3) 


3v... i222. ... (x+j-+s....+etc.) ■ 


/ 2 P* , — ■ . lpr\ 

( cos +V-I sin — I 

V. ni m / 


m a =" 


(.... + cos(: 


’a («i - 1 ) pr — . a (ni-\'p 


--tV-ism ■ 

m m 


0 


On pourrait trouver une infinité de formules du même genre; mais celles- 
ci suffisent déjà pour notre objet; et même elles sont trop générales , de manière 
qu’il faut les particulariser pour les appliquer avec facilité aux diverses questions 
que nous devrons résoudre. 

Nous observerons d’abord que, d’après ce que nous avons dit précédem- 
ment, il suffira d’intégrer entre les limites 

o = x= y = zc= etc. , 

m = x = y — z = etc. , 
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jvour savoir si la congruence proposée est ou n’est pas résoluble ; et qu’ensuite les 
imaginaires devant se détruire entre eux , on pourra considérer l’intégrale 


(* 4 ) 


r=« jrssm serm 


■ 2 2 X -.(■+«»— 

~ TT S \ m 


a ©r 4 <P* nupr 

4 - COS . . . + COS . . . . + COS 1 

m ni ni / 


au lieu de celle fournie par l’équation (a a), et 1 intégrale 

05 ) 


xrsm yzsm i=« , . v 

T-' TT'i / a 0T &a>T 2 infnr 

1 2 j ^....(j-f-r+s...+etc.)( i+cos +cos-“...+cos cos — J, 

~75T TS v J i\ m m rn ni J 


à la pl ace de la formule (a 3 ). 

Soit proposé, par exemple, de trouver le nombre N des solutions entières, 
positives et moindres que c, de la congruence 

a x -f- b =3 o ( mod. c ) , 

la formule (a4) se changera, dans ce cas, dans la suivante 

JtlC 

(26) -- ^ +cos a (ax+é) ^■.... + c° s 2 u (a x+ b") — ..., + cos a(c- i )(aa: + i)— ^ , 

qui exprimera le nombre N cherché . 

Si l’on considère le teins général de cette série , on aura l’équation 


(i + ac _!)L_ si a a M (i_ 2)2 


r 


1 cos 21 t(a x -f- 4 )~- = ■ 


sin 211 


u a rr 


2 c sm 


dans le second nombre de laquelle le numérateur est toujours zéro, mais dont 
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le -dénominateur ne peut se réduire à zéro, que lorsque a et c ont un diviseur 
commun plus grand que l'unité, puisque u est toujours plus petit que c. Il 
résulte de là que si a et c sont premiers entre eux, tous les termes de la série 
(aG) s’évauouissent , excepté le premier dont le valeur se réduit à 



Mais si a et c ont un facteur commun g , on supposera a =mg ; c^=ng ; 
et en faisant u = n , on obtiendra 

• a \ r • / 1 a \ r 

sin 2 n b + ac ) — — stn a n ( b - — ) — 

x a / c \ 2 > c 


nu t 

2C sut 

c 


J_^Dcos 2 n(ax-rb ') — — 


sin 2 (b + ang — j — sin 2 (b — ^) W - 


. or 
2 ng sin 

0 g 


Celte expression se réduit à ■£-, en vertu de l’hypothèse n — mg . Un devra 
donc différentier le numérateur et le dénominateur par rapport à a , pour avoir 
une valeur déterminée, et l'on trouvera après les réductions 


sin 2 ( b + ang— ~ ) ~ sin » (» ~ 


2 ng sin — 


2bw 

cos . 

rr 


Si au lieu de prendre u — n , on lait en général u — en, e étant un nombre 
entier quelconque, on trouve 



en 


{ax + b)^ 


2 elr 

= g 
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( 85 ) 

et comme le nombre n est compris g — i fois clans c — 1 , on pourra Cure 
successivement e = o, i , a , 3 , .... g — i ;etla valeur de l'intégrale (26) 
sera exprimée (dans le cas actuel où l'on suppose que a et c ont un commua 
diviseur " ) par la série 


■x b T /\hx 

I -f- cos [- cos 

g g 


-j- cos 


'(*-»)* 


dont la somme 


sin 2 ( b — — )x -j- s ' n — 

V 3 g ’ g 


» 


a pour valeur g , lorsque — est un nombre entier, et qui se réduit à zéro 

g 

dans le cas contraire. 

De là résulte 

i.° Que la congruence ni-f ^ = ° (mod. c), a toujours une solution en- 
tière et plus petite que c, lorsque a et c n’ont d’autres diviseurs communs que 
l’unité . 

a. 0 Que si « et c ont un commun diviseur g différent de l’unité, qui ne 
divise point b , cette congruence n’admet aucun solution entière. 

3 ° Qu’enfin si — est un nombre entier, on trouvera poiu- x un nombre g 
6 

de valeurs entières plus petites que c , qui satisfont à la congruence proposée . 

Maintenant si l’on fait <p = ax -\-b , et m — c , dans l'intégrale (a 5 ), 
on trouvera que la formule 


Tt=C 

(27) x ( 1 +cosa(fljr+i) — .... + cosau(aa:-f-i) — ...,+cosa(c— 1) (nx+é) — ^ , 

xaQ \ C C C / 


exprimera la somme des valeurs de x , entières et moindres que c, qui satisfont 
à la congruence ax -j- b = o (mod. c) , lorsqu’elle est résoluble, et que 
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( «6 ) 

/ 

lorsqu’elle ne l'est pas, cette intégrale se réduit à zéro. 

Nous avons démontré que si a et c ont un facteur commun différent de 
l’unité, et qui ne divise ]>as b , la congruence <ir-(-i = o (mod. c), n’admet 
aucune solution entière; et comme, si ce faetetir commun divise aussi b, on peut 
toujours le supprimer, il sera permis, dans ce cas, de supposer que a et c sont 
premiers entre eux; et alors on sera assuré qu’il existe toujours une valeur en- 
tière de x , comprise entre zéro et c , qui satisfait à la congruence proposée; 
mais comme il n’existe qu’une seule de ces valeurs, comprise entre les limites 
que nous venons d’indiquer, la formule (27) qui exprime la somme des racines 
de la congruence 


a x -t- b = o ( mod. c ) , 

aura pour valeur la plus petite de ces racines entières et positives. 

Actuellement pour trouver cette valeur de x , on considérera le terme géné- 
ral de l’intégrale (77) , et on aura 


txcosa«(ox+i) — 


f a \ir , / a . t 

(c— i)sm iu ^ o +ca J— +sm j — 


MUT 

2 c sm — - 
c 


H 


+ 


cos a h ( ca + b — a ^ — - cos %u(b - a ) — 


, . MOT \ * 

c ( 3 S 1 U "T~ ) 


où il faudra faire successivement u = 1 , 2, 3, c — 1; et ajouter au 

résultat le premier terme de la série (27) , qui est 


r=c 



Puisque o et c, sont premiers entre eux, et que u est plus petit que c, il 


« 
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( 87 ) 


s’ensuit que le dénominateur je siu — — ne pourra jamais s'évanouir; on obtien- 
dra par conséquent, en faisant les réductions nécessaires, 


a ) c 


/ T ^ \ 

r 

/ » \ 1 T / , \ 

(b 

)- 

cos 2 u(ac + b ~a) — cos 2 u(b -a \ 

\ a > 

r c . 

\ f c \ / 


U UT 


+ 


ic sin 


C (a sm — ) 


sin lu (b — — 


. uuw 

2 sm 

c 


et partant 


rrse 

1 +cos a (rtx-t-i)— ....+cosa«(a.r+i)— ....+cosa (c- i)(aj+i)~ J 

c !=» \ c C c J 


_ x *ina(& “ ~ 


+ 


+ 


■iûT 


a sin 


a sin ■ 


sinau(i--l)^ sina(c' i)(A- 

+. + 


. uar 
2 sm — 
c 


• / > ar 
2 sin ( c — i ) — • 

v ' c 


2 2 


Ut3C 

2 


sin 2 u (b — — — 
\ 2 ' c 


uaw 

sm 

c 
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( 88 ) 

Cette formule très-simple donne pour a la plus petite valeur de X <Jtj ifutis- 
f ose à la congruence ax b = o (mod. c) , en nombres entiers et JJosiii/s; 
mais toutes les valeurs entières de x sont données, par l’équation 


(39) . . . . x 


U — r 



C 


C Z , 


dans laquelle s est un nombre entier quelconque . 

Il faut observer ici tjue la congruence 

a x -}- b — o ( mod. c ) , 

équivaut à l'équation du premier degré à deux inconnues 

ax + b = cy ; 

et que la formule (ag), donnera toutes les valeurs de x qui résolvent cette 
équation . 

Soit proposé, par exemple, de résoudre en nombres entiers l’équation 
3x-j~ 1 — 4 J' ; en la comparant à l’équatiou générale ax -\-b = cy , on aura 
o = 3 , i = 1 , c = 4 j et jwr conséquent 


'“■=4 >n| 
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C 89 ) 

et toutes les valeurs de x, qui résolvent l’équation 3 r 1 = !\y , seront don- 
nées par l'équation x = 1 -)- 4 5 » comme 011 le sait d’ailleurs . 

La valeur de a peut eu général se calculer a l’aide des tables trigonométri- 
ques . Il est vrai que par ce moyen 011 n'obtiendra, le plus souvent, que des va- 
leurs fractionnaires approchées, mais comme ]nr supposition x 11e peut avoir que 
des valeurs entières, on en trouvera la valeur exacte en substituant à celte valeur 
approchée, le nombre entier le plus voisin . 

On jMîUt observer que puisqu’on a 

■ / \ur . 2 bux aux ibux . auu 

sm ( 2 b — a ) — • sm cos — cos sin — — 

\ / c c c ce 

. aux . aux 

sm «sm — 

c c 


. 2 bux aux 0 bur 

— sm cot cos 

ce c 


y 


et que d’ailleurs 


2 


2 b UT 

COS 

C 


on pourra écrire 


c — i 

a =3 ■■ ■ 


2 


uac wcf 

1 "’ST' . ibur aux 1 1 / . 'V 1 ' . ibux aux\ 

-!■ * sm cot 4 * — — — [ c -j— f j sm cot — 1 f 

1 2 tzr c c 1 2 2 \ £7 c c j 1 


et cette expression servira, aussi bien que 1 a précédente, à résoudre la congruen- 
ce proposée . 

Il serait aisé d’appliquer ces principes aux congruences du premier degré à 
plusieurs inconnues: mais nous allons passer de préférence aux congruences du 
Tom. I. 11 
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C 9° ) 

second degré: et à cet effet nous rappellerons quelques propriétés élémentaires 
des résidus quadratiques, que nous pourrions déduire de nos formules générales, 
mais dont nous omettons les démonstrations à cause de leur simplicité. 
i.° Si n est un nombre premier, eu élevant successivement au carré tous 

les nombres i , i , 3, n — i ; et divisant chaque carré par n, on 

n — î 

aura restes différais (que M. Gauss a nommés résidus quadratiques de «) 

répétés chacun deux fois: et il restera, dans la série des nombres inférieurs à », 

un nombre de non-résidus quadratiques. 

a. 0 Si l’on fait n = i p -(- î , et que l’on représente par 

a % ? ^ a u » ^ î 

les p résidus quadratiques de », et jtar 

b, , K » h b u , b f , 

les p uon-résidus quadratiques, on aura les équations 



3.° En multipliant successivement un résidu quadratique quelconque n r , 
par tous les autres , ou aura la série 

(l r rtj y (l r d} y ' . U r dp y 

qui fournira de nouveau, eu divisant tous ses termes par n , p restes dillérens, 
qui seront tous les résidus quadratiques de n disposés dans un ordre quelconque ; 
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d’où Von déduira 


( 9‘ ) 


( 3 °) • • • • 


IM4I 


Jiey-j-i 


^ ia r x'r ia r a u r 

/—J cos = a s J cos = a 


* U u r . 

cos ; 

"=< n 


. la x a r 

Zj S1Q = 2 Zw 


«sy-f l «g=p-t- l 

2 a^a u ir 


2 - **«*" 
S1I1 — . 

MCI 72 


4.° En multipliant le résidu quadratique a r , successivement par tous les 
non-résidus quadratiques 



on aura de nouveau, après avoir divisé tous les produits par n , p restes dif- 
férons, qui seront tous les non-résidus quadratiques de n , et on trouvera 


( 3 «) 








3« r b u r 

= 2 

n 

tt=l 


Urzp + l 

2 a r b u r 

= 2 

n 

U=3| 


' n 


5.° En multipliant le non-résidu quadratique b r , successivement par tous 
les résidus quadratiques 

1 ^3 » ? (i p * 

et divisant tous les produits |>ar n , on aura ]>our restes tous les non-résidus 
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quadratiques; et par conséquent ou obtiendra 


(3a) 




V 3 a r 

^— / co s — - - 


«C^»+ 1 


2 . 2i r a 1( r 
sin * 

*«3‘ « 


ucsp+\ 



iissi 71 


u =P+> 



US3| 


3 é u r 

n 


6.° Enfin en multipliant successivement un non-résidu quadratique quel- 
conque b r , par tous les non-résidus quadratiques 



on aura pour restes, après avoir divisé chaque produit par n , tous les résidus 
quadratiques, et partant on trouvera 




COS 


a* r A„ir 


= 2 


'xa,, t 


cos 


ur=p+i 



W=3I 


3 l, r h u r 

n 


ur^»4-i 



IC4I 


Mgr 

n 


I 


Maintenant si l’on représente par N le nombre des solutions entières et 
moindres que n, de la congruence 

a - ’ -f- c s o ( mod. n ) , 

dans laquelle n est un nombre premier, on sait jwr ce que nous avons démontré 
précédemment, que 2V ne peut qu'être égale à zéro ou à a , et en partant de 
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la formule (24) , on trouvera 


( 9 3 ) 


mn • 

nN— + cos a(x a + c)^ + cos 4(x> + c)^ + cos a(n- i)(x J + c)Q 


rcn ,ra» ”=" r=" 

2 /C C0S2 y(xVc)-=n+2(» s ■'■2 ^Ea'os^K^’+c)- 

fS fS JK ' n y ^t n ,=, J r 


ig» jn=m 


ayx’r ivrir . iviV . aycr\ 

cos— cos — sm — sm-^ — 1 

/=i » *=i r=“ \ n n n n / 


2 2 y cr 

cos -^— 4 

/=! W 

Si l’on substitue dans cette formule les valeurs de 


r 


.r=n “5E+ 1 

2 jyi’r aycr / 2a„jr , r ica a r 2 b a x % r 2cb u r\ 

cos — COS— = Z-/[ COS — cos + cos — cos — 1 

n n «=' \ n n n n J ’ 


r=« *=£+' 

. ay.r’r . iyCT \ ’ / . >« u x*r . ica r . 2 b u x'* . ac4„r\ 

Asm- sm — = ^ siu — sm nsin sm ) , 

^7 « n rai \ « n n n J 


on obtiendra 


n Nr=n+ -Aicos 


a a^x^yr a ca M r a b u x*x 2cb,.w 

jrjn x=n I io/H - 1 Icos — COS h cos oos - 

iycr T" 1 T*' | n n n n 


2 c»î ^ + 2 2 

jrai Tl 2=i ucïi 


. la^r’r . ac«„r . ■xb u x , r . a ci «• 

F — sm sm sm sm 

n n n n 


Digitized by Google 


ou bien, en séparant les intégrales, 


«+ 


n N— i 


i rgy-f. 1 r=/i itean 

2«o«ir£i, 2 éc„ 1 i:2co,^’-\ 

•T** 3 * 7i “=1 \ n «as i n J uai y TJ asi ^ J 


W =P+ ' «=« l/ r-p f- i rcn 

L 2(sin ^iSsin^ifl'V 'Z(sin^Xsin ^ r \ 
“=' V « *=< /» / «ai \ H -rai /» J 


et cette équation, à l’aide des équations (3o) , (3i) , (3a) , se transformera 
dans la suivante 


(33).. niV= 


«=r+i usrp+i '.■=/.+ 1 u=P+ i 

„ + 2««^ * ,2 u ^Sco,^V ,2 z^r) 

^ ==l ^ “- si \ /> ««i /* / «»i \ n ig i /j y 


«5P+i 


1 «=/*+» 1 





/ . 2 ca u T ^ 
i sin /-/ 

. ^a u Tr\ 
S1U 

1-2 2 ( 

^ . 2 cb u x 

2è„r\ 

V n «=i 

n y 

■ lisi ' 

°* âl Aaw Olll 

V 7* «ai 



Mais comme les quantités 

*«=M- 1 

2 


*«=F+» 

2 T 

COS 

«ai 7< 


■•-ri- 

, 2 


"=£H 

2 

co.s 

«ci n 


“sp-f i 

T 

/ ^ sin 

«Cl TJ 




^ . 2 *■ 
Z-/ sm , 


qui sont des intégrales définies, deviennent indépendantes de u et égales à des 
constantes, on pourra les transporter eu dehors de la première intégration dans 


I 
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l’équation (33), et on aura 


U=ap-f-l «If | » 

f COS 

fl loi fl U— l 


UE3p+ * ^p-f- 1 


2 2HT 2fl„T 2 Ca u V l£ M T 

cos — — + 2 / y cos . / j cos + 2 / ; cos . / , c< 


cos 


(34>...»iV={ 


»=p- f* 


"=/>+• 


cb, t 


. ica t j TTV . ac/> M r . ar£„ 

- 2 / y sin . / 7 sin --2 ^ sin . X y sm 


1 

et cette équation devra exister en même tenis que les suivantes 
/ 

1 X r=n J tan 

2 / ?n u T ib /c\ îvt aryr 

cos h cos ] = A / cos - — = A cos — — = — i , 

u=a 1 \ fl fl J /ai fl- /=i /l 

(35). 


wry-j- l y— n 

I ^sTV • a "«T • a *u*-\ T ^ s . a Jpr 

A , I sm — — + sm ) = A sm — — = o . 

ISr V « » / j=. n 

A présent supposons c — =± i ; « = 4 m -f- i ; et chacune des con- 
gruences 

ar a -j- 1 = o ( mod. »); x 3 — i 5 o ( mod. n ) ; 

aura deux solutions : par conséquent jV sera égale à 1 , et l’équation (34) se 
transformera dans la suivante 

A “py-t- 1 \ » A »=y+ i >. » 

1 + 5 Cl ? c “ î îr) + 1 (I 


2 n 


5 = 2 


V a X »=p+« \ 3 

2 -^) -.( 2 *^) 


lcb u r 

n 
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d'où l’on tirera 


( ua P+ l \ 1 f u=p+ l » 

2»’-^ + ( 2»Æ) , 

_ ua i fl / V un t n / 

\ a / “=r+' , \ * 


et puisque, par les équations (35) , l’on a 


( ■Si 1 . \ * / «=?+' -v > 

5-^=) - (s-^'+O • 


/ ■a+-‘ \ * / «BP4-' , \ » 


on trouvera 


( «=t-h \ 1 u=£+i 

^ cos ) -|- 4 cos r -{- a ; 

Î5T » / ÎT » 


et partant 


» 2 «^+ ■ ) i 

U»I / 
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d’où l'on déduira les équations 



Lorsque n est un nombre premier de la forme 4 m ~h 3 , si l’on fait 
c = =t i , la congruence — i s o (mod. n) aura deux solutions, tandis 
que l’autre x* i s o ( mod. n) ne sera pas résoluble ; alors on aura les 
deux équations 


" + -f-) + 3 ( i? c “ hr ) 


a n 


+ * 


ésinl^l) + a (2 S mL-^) 


« -}- a 


( "=p+ ' \ » / "=>■+' , \ J 

S-i^O + > 2»^ 

«=si ïl / V us, 71 / 

( «=p+ 1 X a / wty.f i \ a 

. a« u r \ I 'Ç' . ai„T \ 

/ / sin I — al x / sm ) 

r_i n / V n / 


Tom. I. 
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qui, étant combinées avec les équation (35) , donnent 


(37) 


«z=p4-> 


2 cos = — T > 2 


•g4' 

t xb u r 
cos 

2 ' ua, 7» 


!/=/»+» 


l/rap-t-l 


2 . 2« U T I — . ib u w 

sin = r* — V n ; / . sm 


1 

2 


» 




Ces intégrales déliuics ont été données pour la première fois par M. Gauss dans 
ses Recherches Arithmétiques; et il les a trouvées en partant de sa théorie de 
la division du cercle en parties égales. Cet illustre géomètre a repris le même 
sujet (Lins un mémoire particulier où il les a démontrées de nouveau. Mais les 
deux démonstrations de M. Gauss, qui sont les seidcs connues puisqu’ici, quoi- 
que très-ingénieuses nous paraissent moins directes que celle que nous Venons 
d’exjioscr, qui se déduit tout simplement de La formule fondamentale (a4), avec 
beaucoup d’autres résultats. Cependant comme les équations (36) et (3^), sont 
la liase de tout ce que l’on sait sur les congruences du second degré, nous allons 
reprendre la démonstration que nous avons donnée, pour la rendre plus simple 
et plus claire. 

On sait (pie lorsque n = 3 p -j- 1 est un nombre premier de la forme 
4 m -f 1 , les congrueuces 

a ’ -j- 1=0 ( mod. n ) , x’ — 1=0 ( mod. n ) , 

seront résolubles toutes deux , et auront citadine deux solutions : alors par la 
formule ( 24 ) on obtiendra l'équation 
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et par conséquent l’autre 

/ 


n = J 


/ or — or\V/ ox’ r ; — . ox ’r\ 

/ cos — ± i sut — Z^l cos + V - i sin ) 

\ n n / n n J 

xrs n 

/ ar - — . ar\' , x"''/ U'’r — . i-r’rN 

+ ( cos — ± v — i sin — I / / ( cos + V - i sm ) 

\» n J æ u \ n n J 

xcsn 

/ it r . Jfr'tT'/ a/x’r . — . a?x’r\ 

• 4 . I cos s v - i sm 1 / , [ cos + V — i sin I 

\ n ra / \ « n / 


1 / a(»~i)r . — . i(n-i)r\ T ^ / a(»-i)x’r . a(»-i)x’r\ 

+ 1 cos — ’ ; -±s/ - i stn - ^ J J 2-j f cos— — + V-tstn — — -- J 

Si l’on effectue les multiplications indiquées dans cette équation, en obser- 
vant que les imaginaires doivent se détruire entre eux, on trouvera 


mi* r=sn 

2 ÆV 2/*”^7'' a fx’r 

X y ^VJ — 1-LU.t y y CQS 1 . . .*f COS™" COS 

“ n n 4sa o n n n 


or^ \ ' 

L-os— Z^cos— -+cos-Z^cc 


'C' afx’r a(n-.V^ jfn-iV, 

Z- COS ...+COS — Z-'OOS-i ' 


n 




ir sm «=« tcti» «n 

( 0 _ T C^ . ox’r ar'^ . ax’r . a/rT~s afx’r . afn-iV^» . a(n-t)x’r\ 
etn Z^s* 11 t-sm — x .sin ...+stn — y .sin ...t-sin — ,/jSin - ) 

^ iao W 71 je» Tl fl 4=sq W 4=aï Tl J 


et partant 


(38)... 


arTT^ ax’r 5/ r \^ 2 /x’r a(/i— tV'^' a(»-i)x’r 

a n = »+cos — y , cos ...+cos — y y os ....*-cos — — y . cos— • 

n je» n ti zoo n n jo> n 

mn rr=n if-n 

2 . -xx'TT . . itx*T . § 2(n-iVîr 

sin ...+ sin ^/Siu + sm — y^ sm— • 

n TJ n fl Jta> T* 


. 2r 
o = o-Ksin — 
n 
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( loo ) 

Il faut observer ici que t doit prendre successivement toutes les valeurs 

i, a, 3, n — i, dont la moitié sont des résidus quadratiques du 

nombre n et l’autre moitié des uon-résidus quadratiques «lu même nombre: si 
l’ou suppose donc t égal à uu résidu quadratique quelconque a r , on aura 


cos 


a fr TT* 1 a tx'r a n,.r a a r x‘‘* 

/ / <x»s = cos / / cos — 


K=e+i 


<.a r r TT* 1 ar 1 r 5« r r/ , TT' aa u r\ 

— Zu tos — — 1 = cos — - ( i + a cos — — 1 ; 

H aa> 71 71 y usi 71 / 


et l'on trouvera de même, lorsque t est un non-résidu «juadratique égal à b T , 


ib r 


m=V>+i 


2 a b r x* r a b r v / , T' a b, r\ 

cos t= cos ( i+a / , cos I 

n n n \ ~ n J 


On voit pourtant «pie la valeur de 


a t t T”' a fx’r 
cos / / co s 

71 a=o 71 


ne saurait être que l’une de celles-ci 


b=P+> 




aHr' / . ^ * a u*\ ai,.r/ TT* *b u vr\ 

cos ( t + a cos ) ; cos ( î -4- a cos — — ) : 

» V “=■ » J » \ " n J ’ 


selon que t est un résidu «ptadratifpie ou un non-résidu quadratûme de n ; et 

comme parmi les nombres i , a , 3 , n — i, représentés par t , il y 

en a p qui sont résidus «juadratiques de n , et autant qui ne le sont pas, on 
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pourra les réunir en deux groupes dans les équations (38) et on aura les équations 


(39).- 


æy-H 


, 2a u ir\ / 2 a. t 2fl.r ad.ir'v 

i 4- a / y cos ) ( cos (- cos . . . . + cos — — ) 

ST n / \ n n n / 




/ . aü'u’r'X/ „ 2*.^ , a b.r\ 

+ h +a^cos — — )( cos — - -f cos — — + cos — r — ) 

\ » n / \ n n n J 




t „ 2û,r 
h sin 


sin 


• ' la p fr> \ 

m — — J 
n / 


/U^fl \ 

/ TTN _ aé„ir>/. ai.r . aé,r . ai r\ 

4- a l A. sin 1 1 sin h sln + sin — f— ) 

V uSv n / V» r » 1 » n/ 


Mais comme l’on a 




COS 


2^,1 

« 


sin 


sin 


sin )- sin 

n 


2 <ï*ir 


J«,r 

__ v 

a«„jr 

n 


n 

uni 

n 

ai, t 


a épir 


ib u tr 

n 


7 Ï 

U=n 

n 

2 a^r 


a a y r 

w 

a a u r 

n 


n 

U= 3 ( 

n 




Utsp+l 


ai,r 


lk p r 


a A„r 

n 


n 

usai 

n 


Digitized by Google 


( »<> 2 ) 

les deux équations ( 39 ) deviendront 


1 




UT3f>+\ 




.=(. + .2» ^2 «» ^i + (, + , 2»Æi2 

\ « n / nui n V k-, n J », 


cos 


( “«' \ / , \ ' 


et puisque l’on a aussi 


«gy«H 


ii «î* y-{-i «=pH 

2».^ + 2 »Æ = -. , 2*îii + 2 * ^ = 


u*=P 4 -i 


usai Tl 


on trouvera, en éliminant entre les quatre équations précédentes, 


uty>+ > 

^ y CO S 

tt£3l fl 


2 d u T 


1 


' I ■— ^ a b u T 

* — V n : / j co s = 

O O 3 » 


1 1 /— 

- — ^ — V n ; 

2 2 


**=£H 




^ . MJ TT' . lb u r 

sin = 2Lj Sln = o . 


Si n était de la forme 4 m -f- 3 , on aurait à la place des équations (38) , les 
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deux autres 


( io3 ) 


/l+2 2 

\ «=l 


ttctp-f-i U*=p+-1 

3 0„!T 

COS ■* 


» 



«=y>+i 


ne S^-H 


* 2<I - r , / , a b u r\ îi r 

^ COS j- j I -)- 3 / y OOS ) / , COS — — 

i n \ "=i n / Uisi n 


+ 


- v a a 

5 *^) +*( 2 *^) 


u=fM- 1 "=£+* « *=p-H «cy-j- i 

V 1S7 n J ~ 7 « V 1£7 » / 1ST n 


( “T+ 1 x / u z£±' . \ 


qui étant combinées avec les équations (35) donneraient 


tœp+i 


ucp+i 


2 3a„r ^ 

cos = X / 


ib u w 

COS 

U=31 W 


«=/»+• 


«ep4- 


T, cos = =t — V n ; 2 


ab„r 
cos 

u i-i i W 


Z: l/fl 

3 


Ces dernières équations coïncident avec celles que nous avions trouvées 
précédemment . 

Il résulte de l’analyse précédente qu’étant proposée la congruence 
jr J + c s o ( iTHxl. n ) , 
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( xo4 ) 

( (tins laquelle n est un nombre premier égal à i p -f- 1 ) si Ion représente p ar 
N le nombre de ses solutions, on aura 


I 


urap+ i iqp+l K=y-f « . « gy-f i 

/ ^ ^ i ca u T / ^ ib u r\rr^ ac£„ 

n + ( i + i y j cos J cos + 1 i + i y j cos ] / y cos - 

\ «ai 71 J u=ai II \ «ai 71 / itai H 


Uïzp+l 


i^4-i 


2 . -xa tt r T' . ica r TT' . j{ r TT* 
siu . / „ siu- - i sin — . / , 


m=y»f » «ryHr- i 

icb u r 
sin 

71 usai n 


Mais comme, lorsque n est de la forme 4 m -j- i , on a 


^ sin 

m 


* a u T 

n 


«=Pf 



on trouvera , dans ce cas , 



u a P+} « gy-t- i ucsii+i 

« / « » V " n J frf n 


cos 


et la valeur de N restera la meme quand on changera c , en — c . Donc si 
la congruence 


a.' 1 -j- c s o ( mod. n ) , 

(dans laquelle n est un nombre premier de la forme 4 m -j- i ) est résoluble, 
celle-ci 


j- 1 — c £== o ( mod. n ) 

le sera de même; et si l’une d’elles n’est pas résoluble, l’autre ne le sera pas 
non plus . 
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Si n = a p 4 - i , est un nombre premier de la forme 4 m 4 - 3 , on aura 

•s 

li=p+I 

' 2 *u * t 

I -f- 2 / y cos = 1 2 

UE 3 | n 

et le nombre N des solutions de la congruence 

jt* + c s 0 ( mod. n ) , 
sera donué par l'équation 


n=y>-t-> 


■ cos 


U^H-I ucy-f 1 ticp-jf i Utsp+ I 

. -, . *a u T TT" . a ca r ^ . ai u r Tp 

( 4 o) ...niv =«- a / . sin s , sin a / 1 sin . / , 


a cb u 


sin- 


qui se réduira , lorsque c est un résidu quadratique de n , à l’autre 


\ * / "=T-H -v 1 

"V 1 • a «*»- 1 1 S' • 2 ®« r 1 n n 

«a. n J V i-a, » / a a 

Si l’on change -|- c en — c dans l’équation (4o) , on trouvera que le nom- 
bre N des solutions de la congruence 

y' — c s o ( mod. p ) , 

sera exprimé, lorsque c est un résidu quadratique de n , par l'équation 

niV=n + a (2*"~ r ) + 2 ( 2™^)-*+ 7 + 7 = a " 


On déduit de là, que lorsque » est un nombre premier de Ll forme 
4 m + 3, l’une des deux congruences 

x* 4 ~ c — 0 ( niod. n) ; y* — c = o ( mod. n ) ; 

Tom. I. <4 
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( 106 ) 

sera toujours résoluble, mais qu’on ne pourra jamais les résoudre toutes deux 
à la fois . 

En partant des équations ( 36 ) et ^37 ) on trouve, qu’en indiquant toujours 
par fl r un résidu quadratique quelconque du nombre premier n = a p -\- 1 , 
et par b r un non-résidu quadratique quelconque du même nombre, on aura, 
lorsque n est de la forme 4 nt -f 1 , 

«an urxp4-l « «=P-R 

/ ia r x*r — . 2û r jV\ V 

( COS + y'- 1 Slü )= 1+2 / y cos +2 V - 1 Sin 

s» \ Il Fl / uai Fl U3i fl 

= 1 -j- 2 ^ =t — V = =± j 

fe» irt=p+l Wî=^»+I 

/ aé.x’r — . ib r x , T\ aé,,» - , — r ^T N • a ^« r 

/ ■ ( COS + \J— ! S1U \= I + 2 /, COS +2 V- 1 s,n 

I^O ^ /l Fl J Ut=3| W ITS5I fl 

= t+ 2^ — ~ a= ~ =a V n ; 

tandis que lorsque n est de la forme 4 n» 3 , on trouvera 

"iSi 1 *=p+l 

TT'/ 2rt r x’r , — . 2/i r x’r\ V ss/ . — 

/ , ( cos - + V - 1 stn )=i + 2 / j cos +2V- 1 /j sin * 

. \ n n J iui n ■»! n 


+ s ^ -)- i V — = — v' — n j 


ffcos^ 
ST V « 


T . 2 b r x 

- +V - i stn 


w=P+l «°p+ < 

,x’r\ ib u r — . 2 br 

1 = 1 + 2 cos + 2V-I Astn 

fi J n mi fi 


= ‘ + a (— 7) i( =p V'n) 


■ V — n \ 
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de sorte que l’on obtiendra en général les équations 



Maintenant soit proposé de trouver le nombre N des solutions entières et 
moindres que n , de la congrueuec 

x* -|- ay* -{- b — • o ( mod. n ) , 

dans laquelle n est un nombre premier, cl n , b , sont des nombres entiers non 
divisibles par n , il est clair que |>ar la formule ( 7 4) on obtiendra 1 équation 



r — . ar\*' 4vVt 


+ \/~ 1 sin 




...+ 



T 

n 


+v /— 1 sin2(n-i 



jw» , 1'aw j . 

. f , — . *l>r\ ^ / w’r -xay'r — iny * \ 

n’+^eos — — + v ~ 1 sm J ^ cos + v-tsin — — J (cos — ~ — +v-isin — - J 

ra n 

/ Ab* . / 4ar’r _ . 4 x’ir\ / 4 ay'* — . 

(cos — — + V- 1 sin —' -j / - (cos — - — *-y/—i sm ^ J 2Lj ( cos — n +v-i sin ^ J 


r=r> -r<=" t , . 

- (cos 2 (” _) ) ~ +v '- 1 si u a(« (cos a +V-I sina(n-i) — ^2^ cosî {"- | )'~ - sina(n-i)-“-J 
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et le valeur de N déj>eudra des nombres a et b . 

Supposons d’abord que a et 4 , soient tous les deux des résidus quadrati- 
ques de », et nous aurons, en substituant dans l’équation précédente les va- 
leurs déjà trouvées , 





— n* — n ( — 1 ) 2 

Lorsque a et b , sont tons les deux non-résidus quadratiques de » on obtiendra 

ft— t 

n ]V = i »’-)-»( — i ) ’ 

1 .orsque a est un résidu quadratique de », et 4 un non-résidu quadratique du 
même nombre on aura 

/»-! 

» iV = »’ — »( — 

Et enfin lorsque a est un non-résidu quadratique de », et 4 un résidu quadra- 
tique du même nombre, on trouvera 

«—I 

» iV = »’-[-»( — >)’ 

D résulte de là , que la congruence 

x * -|- ay 1 -j-4=o ( mod. » ) , 


dans laquelle » est un nombre premier , aura toujours un nombre » =t t de so- 
lutions. 


( 10 9 ) 

Lagrange a démontré pour la première fois que la congruenc 
x’ -4- a y* + h = o ( mod. n ) , 

était toujours résoluble, lorsque le nombre premier n ne divisait ni a ni b . Cet 
illustre géomètre est jmrti de ce théorème jxrnr démontrer qu'un nombre entier 
quelconque est toujours la somme de quatre carrés en nombres entiers: mais sa 
méthode ne saurait servir à déterminer le nombre des solutions de la congruence 
proposée, comme nous l’avons fait en partant de notre formule fondamentale (i4)- 
Il est clair que l’on pourrait appliquer les mêmes principes aux congruences du 
second degré, qui renferment un plus grand nombre d’inconnues. Mais nous 
allons nous occuj>er de préférence de la résolution des équations à deux termes. 

Ou a vu que lorsque n = a p i est un nombre premier de la forme 
4 m -(- » » °n trouve 



sin 


a f 1 r 
n 





+ V — i sin 




en indiquant toujours par a u un résidu quadratique quelconque de n , par b u un 
non-résidu quadratique de n , et par t un nombre entier non divisible par n . 
Si l'on fait maintenant 


it’r . . . î(’t 

cos U V — t sin 

n n 


«• 

r » 


r exprimant la racine 


a r . i r 

x = cos — v — t sin , 
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de l'équation 


C «»o ) 



on aura, par ce qui précède, 




et cette équation, qui sera satisfaite par la valeur x=r, le sera aussi par toutes 
les autres valeurs 


x 






dont le nombre se réduira à la moitié puisque r =r (n ** . Mais comme ces 
racines résolvent l'équation X=o, elles seront communes aux deux équations 
X=o , X, =o . Les autres racines qui résolvent l’équation X—o, sans ré- 
soudre l'équation X, = o , seront de b forme 


x 




F 


et ne ponrroni pas résoudre l'équation X, = o ; car si l’une d'elles, r ‘ par 
exemple, jtouvait résoudre cette équation, comme on a toujours 

». «. », 

r = r * 

», 

en substituant cette racine supposée x = r ,daris l'équation X, = o, elle de- 
viendrait de b forme 

». - ». . », . ' i 

r -)-r -j-r -f- — • * — v n = o ; 

a a 
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mais cette équation est absurde puisque l’on a 


i , 5 b 1 J — 

r 1 4- r -4- r -j z± —■ V n = o . 

i a a 

Donc les deux équations X = o , X, <= o , auront les p racines communes 


et en cherchant le plus grand commun diviseur A entre X et X, , on aura l’équa- 
tion A — o qui sera du degré , et qui contiendra toutes les racines de 

la forme x = r ‘ . 

Si n = a p -j- i , était de la forme 4 m + 3 , au lieu de l’équation (4') f 
on aurait trouvé l’autre 


X % = x'* -f x 


-f- x * -j- — — 'J — n 


et en cherchant le plus grand diviseur commun entre 



ou obtiendrait l’équation qui a p racines de la forme 

** *. *, 
x = r , x = r , x = r , 

et l’équation X => o , serait encore décomposée en deux autres du degré . 

’l 

11 faut remarquer ici que lorsque n est un nombre premier de la forme 
4 m -f- i , les coeflieiens des diverses puissances de x dans l'équation A = o , 
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«ont des fonctions de — A et I Yn en général} tandis que les coefliciem des 
puissances correspondantes dans l’équation — = A.=o, sont des fonctions 

A 

senti, labiés de — L _ I V ~ En effet, si l’on fait 



A = x' + A y xT' -f A r = o } 

A, = x> + B, xr" -f B r = o ; 

les coefficieus A, , A t , .... A p , pourront s’exprimer exclusivement par 
la somme des puissances des racines de l’équation A = o , somme que nous 
indiquerons en généra! par /», ; et les coefliciens B, , B, , B, , s’expri- 
meront de la même manière par la somme des puissances des racines de l’éqna- 
tion A, = o , somme que nous indiquerons en général par P r ; et comme 
lorsque r n’est pas. un multiple de » ou a toujours 


p 1 i — 

— =* — V n ; 


a 

a a 


^•-f-Pr — — i ; P r -ç-V 1 » ; 

a a 


il u y aura d’autre différence entre P r et P r , que dans le signe de - Y~n ; par 

conséquent si l’on désigne par Y la somme de tous les termes de l'équation 
A = o , qui ne contiennent pas vGT ; et par Z Y~n , la somme de tous ceux 
qui contiennent Y n , on aura 

A = F + Z Y~7, ; A, = K — Z Y~n ; 


♦ 
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et partant 

X = — — = A A. = Y' — a Z> . 

X 1 

Si n était de la f raie /\ /»; -j- 3 , on trouverait 
X = Y' + n Z' ; 


et en général on obtiendra 


X — Y* — n Z‘ ( — i ) * 

n étant un nombre premier quelconque , et Y , Z , étant des fonctions entières 
et rationnelles de x. Un trouvera aisément, par la comparaison des coefficiens 
dans l’ équation 


AA, 



que les coeflieicus numériques des diverses puissances de x dans les équations 
A = o , A, = o , ne peuvent admettre d’autre diviseur que le nombre a ; et 
l’on déduira de là que l'équation 


4 ( *•■ — i ) 

x — i 


Y' * n Z» 


(dans laquelle Y et Z , sont deux polynômes en x entiers et rationnels , à coef- 
(iciens entiers ) aura toujours lieu. 

Pour donner une application de ce théorème à la ihéorie des congruences, 
nous observerons que puisque la congruence 

x“ — i=o ( mod. n ) , 

a toujours a solutions lorsque n est un nombre premier de Li forme ar-f ij 
Tom. I. > 5 
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et puisque, si a est un nombre premier impair on a aussi 


4 _ i ) = (x - 

< 

il s’ensuit que ^ a est résidu quadratique de a r -f- i , où il faut prendre le si- 
gne =fc si a est de la forme 4 m -J- i , et le signe — si a est de la forme 4 m 3 . 
Un déduit aussi de ce qui précède que lorsque a est un nombre premier on peut 
toujours résoudre l’équation 

( 4 « )“ = X 1 ay 1 

en nombres entiers, quel que soit l’exposant n , pourvu qu'il reste toujours entier 
et jiositif, dans laquelle il faut prendre le signe -j- si a est de la forme 4 ni -j- 3 , 
et le signe — lorsque a est de la forme 4 — j— i . On trouve de même que 

l’équation 

5“ = x’ =t a y* -(- i , 

est toujours résoluble en nombres entiers , lorsque a est un nombre premier quel- 
conque: et il serait facile de trouver un grand nombre de propositions de la mê- 
me nature. 

Dans l’équation 


rr=n 



2 JC* T 


+ v'" 


a x* r \ 

» J 



trouvée précédemment, ou n’a pas déterminé le signe du radical: cependant ci» 
observant que l’on a 


sin a (n — ■ a} — , 
'n 

et en cherchant combien de sinus positifs et de sinus négatifs il y aura dans le 
second membre de cette équation, on trouvera que, quelle que soit la forme du 




. ar . 6r tor 

siu — sm — sin 

n n n 
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nombre premier n , il faut toujours prendre le radical avec le signe -(- dans la 
valeur de A . Maintenant en faisant n = a p -f- t , et en exprimant toujours 
par a u un résidu quadratique quelconque du nombre premier n , et par b u un 
non-résidu quadratique du même nombre, on aura les deux équations 



dans les seconds membres desquelles il faut prendre le signe , lorsque 
n = 4 ni -j- i , et le sigue — , lorsque n = 4 m H - 3 ■ 

Dans l'équation 

I C*"- 1 ) - P ± » Z’ ; 

X I 

il y a plusiers manières de trouver les coefficiens de x dans les polynômes Y 
et Z ; et ces manières sont tout à fait indépendantes , comme 1 on sait , de la con- 
sidération des résidus quadratiques. Maintenant, parmi les deux équations 


Y + Z y/ t±n = ° ; y — Z V =* n = o ; 

que nous avons déjà trouvées , il y en a toujours une qui a toutes ses racines de la 
forme 


2rt r T , . . 3fl,.r 

x = cos -|- v — • 810 — ~ 


prenant pour a, successivement tous les résidus quadratiques de n ; tandis 
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que l'autre de ces deux équations aura ses racines de la forme 

a b r r i . ab,.-r 

x = cos 4- v — i sia — — , 

» n 

en prenant successivement pour b r , tous les non-résidus quadratiques de n . Il 
résulte de là une méthode directe ]>our savoir si un nombre quelconque est ré- 
sidu quadratique, ou non-résidu quadratique d’un nombre premier donné. 

En effet si l'on ordonne l’équation 

— Y — Z V~n = o 
a a 

par les puissances descendantes de x , on pourra, par les formules connues, 
trouver la somme des puissances de ses racines; alors en appcllant P, la somme 
des puissances a. mc$ dcsraciues de cette équation, on aura en général P a = P , , 
si a est un résidu quadratique de n , et P a — i — P, dans le cas contraire. 

On doit remarquer ici que comme les coelliciens de x , dans les polynô- 
mes Y et Z , se déterminent d’après la forme de n , et non d’après sa valeur 
numérique , on pourra transporter à tous les nombres premiers d’une forme don- 
née, les théorèmes qu'on aura trouvés par induction pour des petits nombres. 
Cette proposition, qui est de la plus haute importance, mériterait de longs dé- 
veloppcrnens que nous réservons pour un travail particulier . On en peut dé- 
duire des conséquences fort singulières sur la manière de vérifier les résultats 
de l'observation dans l'analyse pure, eu suivant la route tracée par Euler 
dans cette branche de l’algèbre, route qui a été quittée trop tôt par les géomè- 
tres. On pourrait tirer aussi de là, la démonstration delà loi de réciprocité 
énoncée d’abord par M. Legendre; mais comme M. Gauss a déjà donné cette dé- 
monstration en jtartant des équations (4a), nous ne nous arrêterons pas plus 
long temps sur ce sujet, puisque ce qui précède renferme toute la théorie des 
cougruences du second degré, déduite de la seule équation fondamentale (a4). 
Mais en partant de cette même équation nous allons reprendre la résolution gé- 
nérale des équations à deux termes : en commentant par énoncer quelques 
propositions sur les résidus de tous les degrés, dout nous omettons les démons- 
trations qui sont très-iâciles à retrouver. 
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j .* Supposons que n = ap -j- i , soit un nombre premier quelconque , et 
que l'on élève successivement à la puissance a tous les nombres 

« , a , 3 , ap ; 

si l'on divise toutes ces puissances par n , on obtiendra p résidus du degré a , 
diffère us entre eus et plus petits que n , qui seront chacun répétés a fois . En 
appellant 


*• » a s » a J » a i • > a ^ » 

les résidus trouvés de cette manière, et en multipliant l’un quelconque a r de 
ces résidus par la suite des puissances 

«* » 3 ‘ » 3* , (/**)• ; 

on obtiendra de nouveau, après avoir divisé par n , la série des nombres 

a i * a » » a 3 ) a r | 5 

disposés dans un ordre quelconque et répétés chacun a fois; et par consé- 
quent l’on aura 


«*=P+* 


T T'' s a r x"ir ax'ir T"' aa„r 

/ j cos = X cos = i a / , cos ; 


ia r x‘T 

/ / sm 




X‘t ^7 . ax*r ^7 aa.c 

— — / y sin = a S j sm . 


i.* Si à présent l'on ôte les p nombres 


a i » a > » a » 


» 
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(le la série des nombres 

1 » 5 , 3 , ap ; 

et que l’on prenne un nombre quelconque l» r parmi les (n — i )/? nombres qui 
restent, on aura, en multipliant b r successivement par toutes les puissances 

»* , , 3* , (paf , 

et divisant chaque produit par n , un nombre p de restes divers entre eux et 
plus pelis que n , répétés chacun a fois et qui seront tous différens des nombres 

a i > a a * a J > a r » • 

Si l’on appelle 



ces nouveaux restes, en multipliant l’un quelconque d’entre eux b r , successive- 
ment par toutes les puissances 

»* , , 3 * , (pa)* , 

on aura de nouveau les nombres 



disposés dans un ordre quelconque et répétés chacun n fois : de manière que 
l’on obtiendra 




2 ab r ac“)r ^ 

co s = i _|_ a / / 


2 . ab j*r 
Sln 




• Z 


sin 

«ai 71 
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3.' Od pourrait de même obteuir les séries 



*"l > r j * b » r r > r p i 

toutes composées de p termes difTérens, et qui jouissent de propriétés analogues 
aux séries 



et le nombre de toutes ces séries serait égal à a ; de manière qu’en réunissant 
les nombres qui les composent, on aurait de nouveau tous les nombres 

« , a , 3 , ap . 


4.* 11 serait aisé de démontrer que parmi les a séries que nous avons trou- 

vées , il en existe un nombre b (qui est égal au nombre des nombres entiers plus 
petits que a , et qui n’ont pas de commun diviseur avec a) de la forme 


®l 1 > 

f| » > 


> 

f, ; 


etc. 


Vfc » &UL- 

qui jouissent de cette propriété, qu’en multipliant un tenue quelconque e r d'une 
de ces séries, par tous les autres termes de la même suite, on aura l'une tles a 
séries que nous avons trouvées précédemment ; puis en multipliant par e’ r , 
la même série, on aura uue autre de ces séries, et ainsi de suite jusqu’à e* r ; 
mais cette proposition est tout à fait étrangère aux reclierches suivantes. 
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Maintenant, si l’on fait, pour abréger, 


T 


«trfi 

/ ja„r ; . a a r\ 

+ a Z-J ( cos (- V — i sin l = i -f- a A ; 

U= 3 | y /i Tl J 


+ a 2 f». + V-' 

usi \ Tl 


+ a B ; 


+ « 2 ("cos -f V~ sin îlal\ = , -f a R ; 

«ci \ n Ti J 


et que l' on considère la congruence 

x* -J- i = <> ( mod. n ) , . 

on sait que le nombre N, de scs solutions entières, positives cl moindres que 
n , est exprimé par l'équation 


yan x=n 

»N,=2 2 ( cos a r ( •** + 1 ) “ + ^ sin a y ( x‘ + i ) ' \ ; 

^ao \ ti n / 

qui se réduira à l’autre 

»H, = »4.A(i+«A) + B(i+eB) + R( i + « R ) ; 

eu distribuant les nombres i , a , 3 , np , en groupes , comme nous l’avons 

indiqué précédemment. 

Si lou cherche à présent le nombre iN, des solutions entières, positives et 
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moindres que « , de la congruence à deux inconnues 

æ* -j- u“ i = o (niod. n ) , 

on aura l'équation 


rrü» « an i/an 


w, = 2 2 2 ( cos + «“ + 0“ + y/ — 1 sin -f «“ -+* O'-) . 

j-=m x=» i«=o \ 11/ 


qui se réduira à l'autre 

» JN, = »’ + A ( i -f a A) 1 B ( ï -J- « B)* -f R(i -f-aR)’ . 

De même en cherchant le nombre N 3 des solutions entières , positives 
et moindres que n, de la congruence à trois inconnues 

x" -j- u a -j~ t>“ -f- i s o (niod. n), 
on aura une équation de la forme 

bNjsb 1 -f A(i -{-a A) 3 -j- B(i -J- « B) 3 4* a R) 5 j 

et ainsi de suite jusqu'à la congruence (qui renferme a — ! i inconnues) 

x“ -|- u* -(- v* + s* + i=o (mod. n) , 

dont le nombre N_, des solutions comprises entre zéro et n, fournira l’équation 

n N._, = n— + A(i + a A)— + B(t -f- a B)""' . . . + R(i + a R)— . 

De celte manière on obtiendra un nombre a— t d’équations, qui étant 
combinées avec l’équation connue 

i -j- A -j- B , -{- R = o , 

serviront à déterminer, par l’élimination, les valeurs des a inconnues 

A, B R, 

Tom. I. 16 
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en fonction des nombres 

n , a , N, , N, , N_, . 

Au lieu d’effectuer cette élimination, il sera plus commode de chercher 
une équation 

(43) ... Z «= + 7 . + 7, z- 1 + % = o ; 

dont les a racines soient les quantités 

A , B , R ; 

et les coefficiens de celte équation se détermineront avec la plus grande facilité; 
puisqu’on déduit des équations que nous aVous trouvées 


A -f B -f R 

A 1 -f- B 1 -f R’ 


— « i 

» iV, — n -f- t 


A* -f B 5 


+ R 3 = 


n N, 


a n N, — (« — i )* 


et ainsi de suite pour les autres sommes des diverses puissances des racines de 
l'équation (43). Maintenant les quantités 


A , B 


R , 


sont les diverses racines de l’équation (43) > et si l'on suppose que l’on a résolu 
complètement cette équation , on aura une racine a = A ; et partant en faisant 


on obtiendra 


r 


1T . 2 T 

cos — -4- v — i sin — , 

n n 


*1 • * a 

r + r‘ H- r — A , 
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et l'équation 

*< •/< 

A j x -j- a* x — A = o , 

aura racines conununes avec l’autre 



Doue en cherchant le plies grand commun diviseur entre X et X, , ou trouvera 
une équation du degré p qui aura pour racines les quantités 


et qui sera de la forme ' 

X t — x> -J- sjT' + txr~* + / = o . 

> ' / 

Pour trouver les autres facteurs de A =o , l’on preudra la racine z = B , de 
l'équation ( 4 A ) et on faira 


b, 

r 


+ 


b, 

r 


+ 



puis l’on cherchera une transformée de l’équation X — o , telle que ses racines 
soient la somme de p — i racines de X=o , prises négativement et augmen- 
tées de la quantité B ; alors en appcllant X 3 = o , cette transformée, il est clair 
qu’elle aura p racines communes avec l'équation X— o ; et en cherchant le plus 
graud commun diviseur entre X 3 = o , et Af=o , on aura une équation du 
degré p , qui aura pour racines 


b . b, b, 

x = r • x = r ; x — r ‘ 


Ou voit comment l’on pourra trouver, par un procédé analogue à celui 
dont nous venons de faire usage, les autres facteurs de l'équation X=o . On 
obtiendra de cette manière a équations du degré p qui étant multipliées entre 
elles, donneront île nouveau l'équaliou A'= o . On jteut encore observer qu’ayant 
trouvé l’équation A', = o , les autres facteurs du degré p , de l’équation 
A = o , se formeront eu changeant A , eu B , dans tous les coflieiens de 
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A r a = o ; et ainsi de suite. Partant, étant donnée l’équation 



dans laquelle n — ap -f 1 , est un nombre premier quelconque, on pourra 
toujours la décomposer en a équations du degré p , au moyen d’une équation du 
degré a . 

Lorsque a et p , sont deux nombres premiers , l’analyse précédente suffit 
pour trouver tous les facteurs de l’équation x n — .1=0; mais si a est un 
nombre premier, et p est un nombre composé, en supposant p = b c d . . . t 
(les nombres b , c , d , ... t , étant tous les facteurs premiers de p, égaux ou 
inégaux entre eux) on trouvera d’abord les équations 

I + A + B + R = o; 

n N, = n + À( 1 -f- a A) -J- B(i-j-rtB) ... -j-R(i-j-oR) 5 
n N, = n 1 + A(i + a A)* + B(i -f-aB)> ... + R(t +aR)» ; 


n N_, = »~'+A(i +aA)‘-< -f- B(i + aB)~-‘ ... + R(. -f«R)<— j 

» 

d’où l’on déduira, comme auparavant, l’autre équation 

Z => z‘ + q x *-■ + y, s— + = o ; 

qui fournira les valeurs de 

A , B R j 

puis l’on cherchera les valeurs de 

N, , iV, , Ni , . . . JV, , . . . , 

en exprimant en général par N q le nombre des solutions entières, positives et 
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moindres que n , de la congruence à q inconnues de la forme 


+ -S* 4 + v‘ b 
et l’on aura les équations 


-j- 1 = o (mod. n) ; 


ytm xrsn 

n N, = n + cos 3_y(x“' i) 1- V — I sin 2 y(x“ b -j- I )~) i 

jrtso Jtau \ '* Tl/ 


yan van tan 


n JV.,=»’ + 


cos + z ,b + i ) - + v '- 1 sin iy (x‘* A + z‘* + î 


)0> 


yan xtsn tan ton 

» iv at _, =»-*- +2 222- f cos a y (x“*+- z**+ v“ l 

jrsxt sou ioo «ao \ 

En décomposant en plusieurs séries les nombres 

> , a , 3 , n z , 

et en classant les résidus et les non-résidus de l’ordre ab , par rapport au nom- 
bre n , comme nous l’avons déjà lait relativement aux résidus et aux non-résidus 
de l’ordre a , on pourra donner aux équations précédentes la forme suivante 


... + 1 )- + V-i sin a y(x mt + ;«*+ 


B, 
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I n \-A x { i + abJ,) -|- A t (i -f «M,) .... + A b (i -f abA b ) J 

"F R>( * a b ZJ,) -f- Z?,(i 4 “ ai -® a ) • • • • 4 ~ R b (i -f- ab B b ~) f 

) » 

-f Zî,(i + ab R ,) -f- Z? 3 ( i -f- aiZ?,) ....-(- Z? 4 (i ab R 4 ) j 

I n’ 4. A,{x + aM,) 1 + A t (i + ai^,)’ • • • + A t (i -f abAtf J 

+ *,’(« + ••• + ^*(« + ai£ 4 )> 

) » 

+ R, (< + ai Z ?,) 1 + R,(* + ai Z?,)’ • • • + Z? 4 (. + aiZ? 4 )* j 


n N* 


n oi ~ + A, ( i + ab A, )•*"■ + A , ( i 4- ai ...+i»(i+ ai^)-*- 
| + ZZ, ( i + ab B, )"*- + Z?, ( i + ab B, >*-• . , . -j- Z?, ( i + ai Z? 4 )“- 


-f Z?. ( i + ai Z?, )**-' -f Z?, ( x + ai R, . . . + Z? 4 ( i -f-xxiZ^)*^ 1 


Il est clair qu’à l’aide de ces équations l’on jwurrait former l'équation 

Z, = ="* 4- S, s“- 4 S, 4- | 4 = °. 

de la même manière que nous avons déjà formé l'équation Z = o Cette équa- 
tion Z, = o , aura pour racines toutes les quantités 


A, 

, ^-Z, , // 3 , . . . 

• ■ • A b ; 

B, 

, Zi, , /lj , . . . 

. . Zi,. ; 

R , 

, R, , R } . 

. . . Z? 4 ; 
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et il faut observer que l’on aura 


A, 

+ 

A , 

+ 

a 3 . . . 

. . . + 

^b 

= A ; 


+ 

B , 

+ 

b 3 . . . 


B, 

= B ; 

B, 

4- 

B , 

+ 

/?, . • 


B, 

= R ; 


les quantités A , B , R ; étant les racines de l'équation Z — o . 

Maintenant si fou cherche une transformée de l'équation Z, — o , telle 
quelle ait pour racines la somme de b — . i racines de l’équation Z, = o , pri- 
ses négativement et augmentées de la quantité A ; et si l’on appelle Z, = o , 
cette transformée, il est clair qu'en cherchant le plus grand commun diviseur 
entre Z, = o , et Z, — o , on aura une équation de la forme 

Zj = s* + t, Z*~' + f, *»- + f, = o ; 

qui aura pour racines les quantités 

\ J -^a } . 

Tl — I 

Si 1 on fait à présent u = — — — , et que l’on exprime par 

a > » a i » a 3 > (i u , 

les u restes dilférens que 1 on obtient en divisant par n successivement toutes 
les puissances 


I a ^ 


~ab 


3“* 


il est clair qu’en faisant toujours 


(» — . y* ï 


on obtiendra 


= cos \- V — i stn — - ; 

n n 1 


+ 


+ 


À, • 
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D’où il résulte que l'équation 

«, a, 

X -j- X -j- X A, = O , 

* » • l' 11 — — I 

aura u racines communes avec l'équation X — = o . Mais connue on 

* x — 1 

]>eiii former d'autres équations semblables en prenant une autre série au lieu de 
la série o, , a, , . . . . a u , en écrivant l’une des quantités A? , A 3 , . . . y 1 h , au 
lieu de A , et en cherchant une transformée de l'équation X— o, comme nous 
l'avons fait précédemment, on aura enfin b équations semblables, qui serviront 
à décomposer en facteurs l'équation X = o . Nous n’avons considéré que les 
deux facteurs a , b , du nombre n — 1 ; mais on voit que pour les autres fac- 
teurs, il n’y aurait qu’à répéter les mêmes opérations ; de manière qu’étant don- 
née l’équation 

x" — .1 = 0, 

dans laquelle n = u" b r c* , on la résoudra complètement à l’aide de m 

équations du degré a , de r équations du degré b , et ainsi de suite. 

L’analyse précédente suffit pour montrer l’esprit de notre méthode ; ou 
voit qu’elle est très-générale, et que j>our être appliquée aux cas particuliers, 
elle n’exige pas la connaissance des racines primitives. D'ailleurs il est clair que 
})our résoudre l'équation x" — i = o , il n’est pas nécessaire de décomposer 
la série des uombres i , 2 , 3 , .... n — 1 , en plusieurs séries comme nous 
l’avons fait, afin que l’on pût bien saisir le principe notre théorie. Eu effet pour 
décomposer l’ équation x" — 1=0, dans ses facteurs , il suffit de déterminer 
en nombres les valeurs de 

^1 > N, , 1 j 

jy, , N, , N „ ; 

etc. ; 

ce que l’on pourra toujours faire à posteriori pour toute valeur numérique de». 
Lorsqu’il s’agit de résoudre les congruences des degrés supérieurs au second, 
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on rencontre beaucoup.de difficulté; et l’on ne connaît aucun théorème sur les 
résidus cubiques, ou bicarrés. Nous allons montrer maintenant les premiers élé- 
mens de cette théorie, que nous traiterons avec plus de detail dans une autre 
occasion . 

On sait que la congruence 

x 3 t = o ( mod. n ) , 

dans laquelle n est un nombre premier de la forme i , a toujours trois so- 

lutions entières, positives et moiudres que n, et partant on a par la formule (a4) 


1 n c=a 


i -j- Çcos î(x 3 -f i ) ^ -j- — i sin a ( x 3 -{- i ) ^ 

^cosa(» — i )(x 5 -f- 1 ) -f- V — i sina (n — i)(x 3 -f- i ) 


Maintenant si l'on décompose la série des nombres 

» , a . 3 » — i 


dans les trois séries 

a i 9 fl 1 » 9 9 

• K 9 ^ 9 K, 9 

C l f ( y Cj , • • • • , 

dont la première est la série des résidus cubiques de n , tandis que la seconde 
se forme en prenant un nombre quelconque de la série 

> >=»,3, » — t, 

qui ne soit pas compris dans la série des résidus cubiques de n , et après avoir 
multiplié ce nombre successivement par tous les résidus cubiques de n , eu di- 
visant chaque produit par n ; car les restes de ces divisions fourniront la série 


, K , 

Tom. I. 
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et la troisième série sera composée des ip nombres qui sont compris dans La sé- 
rie des nombres 

i ,2,3, n — i , 

sans être compris ni dans la première, ni dans la seconde série . A présent l'équa- 
tion que nous avons trouvée précédemment, pourra se meure sous la forme 



et en posant, pour abréger, les trois équations 
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on obtiendra 

*n=zA(\-\-'SA)-\-B(i-\-$B) + C(i+5C). 

Mais si l’on exprime par iV, le nombre des solutions entières, positives et moin- 
dres que n , de la congruence 

. . * J W 

* . *. '-•v. . , > /♦ » 

x i jî _(_ i =3 o ( mod. /» ) , 

on trouvera 

ji N % = )' -\-C(i-\-?>C )' -, 

et si l’on combine ces deux dernières équations, avec l’équation connue 

on aura l’équation 

■ i ^ » 

Z = + z* (»^ + 3-(» + a)' + 9») = ° » 

, , , l| / li .ni >1 r 'l’irni no 

qui aura pour racines les trois quantités A , B , C . 

On sait que lorsque n est un nombre premier de la forme 6p + i , 
l’équation 

4 n = à 1 l'j b , 

jKîurra toujours être résolue en nombres entiers, mais n admettra qu une seule 
solution ; de manière que le nombre n étant donné, a et b seront déterminés, 
et l’équation Z = o , pourra recevoir 1 autre forme 

z = z 3 + z* — 2 + ((«—O’ — "(«+« *«)) = <> i 

mf l I / I j - .î mL ./< 

et partant en égalaut les coeflicieus de ces deux éqmtions Z = o , on aura 
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( l3a ) 


jV, = n * a — a , 

qui exprime uu rapport fort singulier entre JV, et a. 

Puisque 

jV, = n =t a — a , 

et que la valeur de a est comprise entre zéro et V l\ n — 2 y , le nombre N., 
ne pourra jamais avoir une valeur moindre que 

n — V 4 n — 27 — a ; 

et par conséquent le nombre iY, jxnirra augmenter indéiiniment avec la valeur de 
n. Il résulte de là que passé une certaine limite, la congruence 

x i + -J- « S o ( mod. n ) , 

sera toujours résoluble sans faire ni x ni y , divisible par n . 

Une autre conséquence assez importante que l’on déduit de l’analyse pré- 
cédente, c’est que lorsqu’on aura déterminé le nombre J\\ des solutions entières, 
positives et moindres que n , de la congruence ( 

x* -j- y 1 — |- ■ s o ( mod. n ) , 

on trouvera le nombre N} des solutions entières positives et moindres que n , 
de la congruence 

x l + J 3 + “ s + 1 = o ( m °d. n ) , 

par les formules 

n N 3 es* » 5 + À. (1 + 3 Af + B (. + 3 Bf + C (1 4 - 3 Cf -, 

A + B + C = S, -, A' + i? 1 + C* = 5, ; 

A z -f B i + = S 3 -, A* + B* + C* = S k ; 

Si + Si — S* + ~ - ((« + a )’ — 9» — n Ii % — 3^ S, — o ; 
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les quantités S, , S, , S\ , a)ant été déjà déterminées lorsqu'on a formé lequa- 
lion Z = o . En général étant donné le nombre jV, , on pourra déterminer le 
nombre des solutions d’une congruence du troisième degré, contenant un nom- 
bre quelconque d’inconnues étayant des coefliciens quelconques , jiourvu qu’elle 
conserve le même module n . 

En faisaut n = 7 , on trouve a = 1 , j\\ = 7 — a -f- 1 — G ; et la 
congruence 

-* 1 + J' 5 + 1 = 0 ( m °d- 7 ) , 

aura toujours six solutions; ce qui il est aisé de vérifier. 

Maintenant soit n un uoinbre premier de la forme 6 p -j- 1 , et tel que 
l’on ait l'équation 

4 n = a’ -j- 37 x 1 , 

dans laquelle a est un nombre entier connu, et x un nombre entier indétermi- 
né, mais tel qu’il satisfasse à la condition que n soit un nombre premier de la 
forme 6 p -j- 1 ; il est clair que le nombre des solutions de la congruence 

z* -j- y 1 -J- 1 = o ( niod. n ) , 

sera toujours n =t a — a , indépendemment de la valeur de x . Ainsi lorsqu’il 
s’agit des congruences du troisième degré, il ne suffit plus, pour trouver le nom- 
bre de leurs solutions, de connaître la forme linéaire des nombres premiers qui 
servent de module, mais il faut connaître aussi l’un des nombres de la forme 
quadratique à laquelle ces modules peuvent se réduire ; et l’on doit observer 
qu’à l’aide de la relation jV, = n a — a , on pourra toujours assigner la va- 
leur de a de manière que IV, ait une valeur d'une forme donnée; quoiqu'il 
y ait certaines valeurs que ne jiourra jamais prendre . ainsi 011 ne pourra ja- 
mais avoir les équations 

JV, — 72 ; JV, = n — 3 ; etc. 

Si l’on exprime toujours par A , B , C , les trois racines de l’équation Z= o , 
que nous avons trouvée précédemment, on pourra déterminer trois fonctions 
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entières de x , que l’on exprimera par p , q , r , telles que l’on ait toujours 


) = O + J <! + B OC P + D 7 + c r )( P J r Cr ! -+- 4 r) = o. 

Maintenant si l’on effectue les multiplications, et que l’on opère les réductions 
nécessaires, on trouvera 


i-_ /• r “— ' 

A =27 ( 

' \ x — 1 


27 « =/ 


P 1 — ^(7 + 0— §((»— l ) f ~ (» + 2 )7 r + («— 1 ) ra ) 

— “ (( n — 1 )* ~ » ( » + * * « )) 

\Î_L( (»+ a )(«— ») 

* V 9 

£_r» / (» + »)(»— ») 

2 V 9 


l 


( 4 — n) (»4-i=±a )' 
3 . 9 




-f- 


(4 — ») (w+»aa) 


3 . 9 




— —((»“ .)* — »(»+ , =* « )) 


en supposant toujours 4 » = o a -j- 27 . Et cette équation offrira le premier 

exemple d’une forme cubique a trois inconnues à laquelle on pourra réduire un 
nombre premier quelconque n , de la forme 6 p -J- 1 . On voit que l’on pourrait 
faire 


=* a = N, 4~ 2 






dans la formule précédente, et elle prendrait alors une autre forme. 

L’analyse que nous venons d’exjKiser fournit le théorème suivant. Lorsque 
nt -j- • est un nombre premier quelconque, et rpie n est uu nombre premier de 
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la forme 6p -f- i , la congruence du troisième degré à deux inconnues 


s 3 - i)Vi*(»+i=ta)^ 

| t^ Y(n+a)( ra -M) ^ n5| (4-B)(n-4-i^a)\ 

A 9 3.9 J 

h/(»+2)(»+ 1 )_ ^ ( 4 -n)(w+i— a) \ 

+ âv 9 + 3T9 J 

• * 

-rfi— 


>=o (mod. nt+ 1 ) , 


sera toujours résoluble. 

On pourrait déduire de ce théorème, de la relation iY, =a n =t a — 1 , 
et de quelques autres propositions que nous omettons ici , un grand nombre de 
propriétés nouvelles des résidus cubiques des nombres premiers qui ont la forme 
6 p -j- ■ ; mais nous ne pouvons pas les exposer dans ce mémoire. 

Cependant nous fairons observer que puisque l’on a toujours a* < 4 n > 
l’équation, que nous avons déjà trouvée, 

Z = s 3 + z» — = 

tombera dans le cas irréductible, et que par conséquent ses trois racines, que 
nous avons nommées A , B , C , seront toujours réelles j d’où il résulte que 
lorsque c est un nombre entier quelconque, et que n est un nombre premier 
de la forme Gp -f- 1 , on aura toujours l’équation 
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sm 


a ex 3 v 


Oa trouvera de même en général 


irsn 

2 «n 


a car" r 



y 


toutes les fois que m sera un nombre impair, et que n sera un nombre pre- 
mier; c étant d'ailleurs un nombre entier quelconque. 

Supposons maintenant que n soit un nombre premier de la forme 8/n-f-i; 
on sait que l’on pourra toujours résoudre l’équation 

v : ‘ i " 

n = a’ ' -j- 16 b % , 


et qu elle n’aara qu’une seule solution . Si l’on cherche le nombre des solutions 
entières, positives et moindres que n , des congruences 

/ 


*-j- i =o (mod. n) , ar*-|-^-j- t =o (mod. n) , -f- M< -j- i eo (mod. n) , 


on sait que la première de ces trois congruences aura quatre solutions, que la 
seconde en aura un nombre iV, , et que la troisième en aura un nombre IV , ; 
IV, et N 3 , étant deux nombres entiers inconnus . A présent si l’on décompose 
la série des nombres 

i 

• , * , 3 , . n — i , 

en quatre séries, de la même manière que nous avons décomposé la suite 
t i 3 » 3 , n i , 

en trois séries, quand il s’agissait des congruences du troisième degré , on aura, 
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après les réductions convenables, les équations 

i -J- A -f- B -J- C -J- D = o j 

4» = « + ^(. + 4^) + 5(>+4i?) + C(t+4C) + i)(.+4fi), 
n N^~n' A (. + 4 A)' + B{i + 4*)’ +C(i + 40’+ D{i + 4 > 
n Ni— n? A (i -j-4 Af + i?(, + 4 *)' + C(t + 4 Cf + D(i + 4£) 3 , 

qui serviront à former l’ autre équation 

Z = z* + z * — 3m z* + p(TV,) z -j- .F(TV, , iV 3 ) = o , 


qui aura pour racines les quatre quantités 


A , B y C , D , 


et dans Laquelle le cofficient p(TV,) exprime une fonction de TV, , et le 
coefficient /'(TV, , TV j) représente une fonction de TV, et TV 3 ; fonctions qu’il 
sera très- facile de déterminer en effectuant le calcul. Mais comme l’on a aussi 
jwr l'équation 

» = a 1 + 16 b ’ , .,1 

l'autre équation 


y . , , - , . / . . n(4m -f- i =fcaY\ I fm 4"» + ,±a \ 

Z=zl + z>— 3mz»+(4m* ^ 'Jz-f- -m> — — — X J= 0 ; 


on trouvera d'abord, en égalant ces deux équations Z — o, une équation entre 
TV, et a , et puis une autre équation entre TVj et a , ce qui donnera une équa- 
tion entre TV, et TV 3 ; d’où il résulte que lorsqu’on connait le nombre des 
solutions de la congruence à deux iucouuues 

’* ’ • 

, x s -j- y* -j- i œ o (mod. n) , , 

Tom. /. , g 


\ 
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on aura tout de suite le nombre des solutions de la congruence à trois inconnues 


x* -J- y* — u 4 -j- I =o (mod. n) , 

et par suite le nombre des solutions d’une congruence du quatrième degré , con- 
tenant un uombre quelconque d’ inconnues , pourvu que le module n soit toujours 
un nombre premier de la forme 8m -(- i . On aurait pu établir à priori le 
rapport qui existe entre N, et i\ r 3 , en observant que dans les quatre équations 
qui nous ont servi à déterminer les coefiiciens de l’équation 

Z = tS + Z 3 — 3m + *>( A, ) z + JV, , jV, ) = o ; 


on peut négliger la dernière équation qui contient JV i , puisque la première 
équatiou 


i + A + B -j- C -f- 

peut se décomposer dans les deux autres , v\ 


D 


■ j - j» , :a 

A + B 


i t 


i 

irr.l't: 


( 


1 1 t — 

— T — V n 
3 a 


* — V n J C Z) 

3,3 1 ' 

■oiiuBfc «Un .bi i-o >1 ny •untiumiib .• 

Une simplification semblable pourra s' effectuer chaque fois que le degré de 

la congruence que l’on considère ne sera pas un uombre premier ; et l’on voit 
que dans le cas actuel Inéquation Z = o , pourra se décomposer en deux 
équations du second degré, dont les coefRciens ne contiendront d’autre ra- 
dical que n . 

En effectuant les calculs que nous tu* avons fait qu’indiquer, on trouverait 


que 


( par la comparaison des deux équations du quatrième degré Z 
avons trouvées précédemment) la relation 

oi tiw ooétufpà i>inj , . ' :_i \ imiitfflÿ dnb jtsr» 

-tt/péftouu eiaÇHob injA» 5=8 * ^ 6*.- ” , ? .» 

sob ’jodui&n ol licnstoo no irtLttj swi* ttfbwi U • .« 

en indiquant toujours par Pt, le nombre des solutions entières, positives 

. , 1 , Taflononiti n Ai umu 

moindres que n , de la congruence 


nous 


et 


+ 7* -f 


o ( mod. n ) 
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et par a le nombre entier qui est donné par l’équation n = a* - f* 16 b* . Il 
résulte de ce qui précède qu’au delà d’une certaine limite, iV, ira toujours en 
croissant . Et en général ou pourrait démontrer qu'étant donnée la congruence à 
deux inconnues 

■*" -f J" + « =2 o ( mod. p ) , 

dans laquelle p est un nombre premier quelconque, on pourra toujours assigner 
une limite de p telle , que passé cette limite le nombre des solutions de celte Con- 
gruence ira toujours eu augmentant . Ce théorème n’est pas sans importance pour 
parvenir à la démoustration de l’impossibilité de résoudre l'équation 

U* -f- t>* = X* , 

en nombres entiers . Car il prouve que l’on tenterait envain de démontrer cette 
impossibilité, en voulant établir que si celle équation était résoluble, l’une des 
inconnues serait divisible par un nombre infini de nombres premiers. Nous fai- 
sons cette observation, parceque nous avons motif de croire que plusieurs ana- 
lystes ont tenté ce genre de démonstration, et puis parceque nous avons vu 
qu'un géomètre distingué, n’a pu démontrer dans aucun cas le théorème que 
nous avons découvert, et dont nous avons démontré par une méthode particu- 
lière les deux premiers cas . 

Ce que nous venons de dire sur les congruences du troisième et du quatriè- 
me degré, ne renferme que les premiers élémeus d’une théorie très-étendue sur 
les congruences de tous les degrés, théorie que nous exposerons dans une autre 
occasion ; et nous donnerons ici l’énoncé d'un théorème général sur les congruen- 
ces de tous les degrés; ce théorème est le suivant. 

On peut toujours résoudre la congruence 

+ «. y + s" -f a. = O ( mod. p ) , 

qui renferme n inconnues et qui est du degré n ; le module p étant d’aitlears 
uu nombre premier quelconque, et les coefficicns 

a . > fl » » «s i 
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étant des nombres entiers quelconques non divisibles par p . 

On voit que ce théorème renferme comme cas particuliers les deux con- 
gruences 

ax -j- b = o ( mod. p ) , 

• x* -j- ay % -f- b = o ( mod. p ) , 

qui peuvent toujours se résoudre , lorsque le nombre premier p ne divise ni a 

ni b . 

On passerait des congruences aux équations indéterminées , en observant 
qu’étant proposé de résoudre en nombres entiers l’équation à plusieurs inconnues 

P ( * y y , z , etc. ) = o , 

elle pourra se réduire à la congruence 

<f>( x , y , s , etc. ) s o ( mod. « ) , 

dans Laquelle le module u est un nombre entier indéterminé , on même une fonc- 
tion quelconque des inconnues x , y , z , . . . . etc. On peut résoudre par cette 
méthode plusieurs équations indéterminées, et même on peut trouver avec faci- 
lité les facteurs rationnels d’une équation numérique à nne seule inconnue, pour- 
vu que l’on détermine convenablement la forme de La fonction représentée |>ar 
u . Mais cette méthode exige de longs développemens qui ne sauraient trouver 
place dans ce mémoire . 


Tous les résultats obtenus dans ce mémoire, se trouvent exposés dans deux mémoires pré- 
sentés en s8a3, et en 1 8x5, à l’Académie Royale des Sciences de Paris . 
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MÉMOIRE 

SUR LA RÉSOLUTION DE QUELQUES ÉQUATIONS 
INDÉTERMINÉES. 


INTRODUCTION. 

Il existe un grand nombre d’équations indéterminées qui n'adinettent qu'un 
petit nombre de solutions entières : mais quoique dans ce cas le problème de- 
vienne beaucoup moins compliqué, que lorsque le nombre des solutions est infini , 
les géomètres n’ont pas cherché à résoudre par une méthode spéciale le cas le plus 
simple , comme il paraissait naturel de le tenter . En généralisant une méthode qtie 
nous avons publiée pour la première fois en i8ao, nous sommes parvenus à ré- 
soudre complètement un grand nombre d’équations indéterminées, algébriques 
ou transcendantes, de tous les degrés, contenant deux ou un plus grand nombre 
d’inconnues . 

Lorsqu’on doit résoudre en nombres entiers une équations à plusieurs in- 
connues, si l’on peut trouver des fonctions de ces incounues , telles que ces fonc- 
tions doivent toujours être comprises entre deux limites numériques données, 
quelle que soit la valeur que l’on attribue aux variables, il sera toujours possible 
de réduire l’équation proposée à une autre équation, dans laquelle le nombre 
des inconnues sera égal au nombre des inconnues de l’équation proposée, moins 
le nombre des fonctions dont on aura déterminé les limites . Ainsi lorsque le nom- 
bre de ces fonctions, augmenté de l’unité, sera égal an nombre des inconnues 
de l’équation proposée , on aura résolu complètement le problème . 

Dans le mémoire publié en i8ao, nous avons traité aussi des formes cubi- 
ques et de celles du quatrième degré, qui se reproduisent lorsqu’elles sont mul- 
tipliées par des formes semblables. Maintenant nous reprenons la même matière 
en l’augmentant considérablement, et nous parvenons à démontrer qu’un nom- 
bre quelconque rationnel positif, est toujours la somme de quatre cubes positifs 
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en nombres rationnels. Fnfm nous résolvons dans ce mémoire, une classe assez 
étendue d'équations indéterminées de tous les degrés , dout Lagrange avait con- 
sidéré les plus simples. 


ANALYSE. 

Soit proposé de résoudre en nombres entiers l'équation à deux inconnues 

* Afy* -{- F*., (y, y) +F M (v ,y) + F^,(v,jr) 

| + F ,(?,?) + F,(p,j) -f- T 

dans laquelle F_*,(t» , y) représente en général un polynôme homogène en v 
et y , du degré n — m , à coefficiens rationnels. On pourra d’abord supposer 
que tous les coefficiens sont entiers, et que l’on cherche seulement les solutions 
entières et positives; car tous les autres cas se rapportent à celui-ci, en réduisant 
les fractions au même dénominateur, et en changeant les signes des variables 
lorsque cela est nécessaire . Puis on mettra l'équation proposée sous la forme 

Ab n v* Bv"~' 4- v n ~ 1 (^a 4- by ) 4~ 4“ y 4~ c « Y') ) 

4- •>( «- + l>~y 4- c-y* 4 p-y**) )= « i 

=t Aq-y 4- Gy-' 4- Hy -* + tfjr 4- r = o \ 

» 

et en multipliant tous les termes de cette équation par q* b m , et en faisant 
qy = s , b v = x , on la transformera dans la suivante 



A é*ÿ"x* + B q H b x 1 —' + é’ x’— > (aq* + b qf—' r) + b* x m ~ i (a, q" + b, q"— 1 z + c, (f 


. +&—' x(a m q* + b m q"~' z ...+p m q > z’—') * A b n q* z* + Gqb" s"~‘ ... + Tq“b"[ 
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dans laquelle les coelücieus de x n et de y K , seront égaux : si à présent l’on sup- 
pose x > z , et que l’on fasse x — z -j- u , on aura, en développant , 


(44) 


I A b n q" ^(z + «)" — z") + Bq n b(s + uy~' + b * (aq* + b q"~‘ z) (z ■+■ t /)"“ 3 J 


o . 


-f- G q b" Z n ~ l -f- T q" b n 


Maintenant le premier terme de cette équation , est un polvnome homogène 
du degré n , en z et u , ayant tous ses coeiEciens positifs; et tous les autres termes 
sont tels, que les memes puissances de z , qui dans le premier terme sont multi- 
pliées par des puissances données de u , seront inultipiieés dans les autres termes 
par des puissances moindres de u . De sorte que l’on jxjurra toujours trouver une 
valeur entière et positive de u = L , telle qu’en faisaut u = L -f- i , étant 
un nombre quelconque positif) tous les ooefficiens de s , dans l’équation (44) » res- 
tent toujours positifs; et comme par supposition z ne peut avoir que des valeurs 
positives, l’équation (44) dans laquelle on a fait u > L , ne saurait subsister . Par 
conséquent on devra faire 

U = O , U = I , U = 3 , U =3 L i 

et en substituant successivement ces valeurs dans lequation (44) on aura une 
série de L -}- i équations à une seule inconnue, dont les facteurs rationnels, s’il 
en existe, fourniront toutes les valeurs positives de z qui résolvent l'équa- 
tion (44) . 

Nous avons supposé x > z , si l’on avait au contraire z > x , on fairait 
z = x -j- «, , et l’on obtiendrait la b mi te de u, de la même manière que l'on 
a trouvé la limite de u 

De cette manière nous avons trouvé toutes les solutions entières et positi- 
ves de l’équation proposée; pour trouver les solutions entières et négatives, l’on 
n’aurait qu’à changer les signes des variables, comme nous l’avons déjà indiqué . 

Soit proposée l’équation à deux inconnues 

r')-- F (x,jr') = F, (x,y), 
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on pourra toujours en avoir toutes les solutions entières et positives, lorsque les 
trois fonciious 

/(*.r) , » 

étant rationnelles et entières, les signes des termes qui contiennent les plus gran- 
des puissances de x et de^ dans le polynôme y( x , y ) seront tous égaux, et 
que les ex|>osans de ces puissances ne seront pas moindres que ceux des puis- 
sances les plus élevées contenues dans le polynôme F, ( x , y ) ; et on aura de 
même toutes les solutions entières et négatives, lorsqu’en changeant les signes 
des inconnues, les puissances les plus élevées de x et de_y , comprises dans le 
polynôme _/"( x , y ) , seront toutes du même signe; ou du moius pourront se 
réduire, à l’aide de quelque artifice de calcul, à n’avoir que le même signe. En 
effet, en faisant 

x =» x, + U 

la fonction f ( x , y ) , se réduira aisément à avoir tous ses termes du même 
signe, et l’on déterminera les limites de u et de t , qui deviendront de cette ma- 
nière des coefficiens numériques : alors ou pourra trouver un nombre entier et po- 
sitif A , tel que l’on ait toujours, pour des valeurs entières et positives des in- 
connues, en prenant y ( x, , y, ) avec tous les termes positifs, l’inégalité 

+ 0 yC*. . 7i) > y. ( x , , y,) ; 

(/ étant une quantité positive quelconque) et l’on pourra toujours déterminer 
un autre nombre eutier B tel que l’on ait (pour des valeurs entières et positi- 
ves des inconnues, et en prenant encore la fonction y(x, , y , ) positivement) 
l'inégalité 

(B — r) y(x, , y ,) < F, (x, , y,) ; 

d’où il résulte que F, (x, , y,") , ne pourra avoir qu’un nombre limité de va- 
leurs comprises entre B et A ; de manière qu’en faisant successivement 

y.( x,,y,)=B , F,(x, ,y,) = B + t , F , (x, ,y,) = A , 
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un aura un nombre A — -j— i d’équaiions qui, étant combinées avec l’équa- 

tion proposée, fourniront ]Kir l’élimination un nombre égal d’équations à une 
seule inconnue, d’où l’ou tirera toutes les solutions île l’équation proposée. 

Il est facile d’appliquer ce principe aux équations contenant plus de deux 
inconnues , de la forme 

f{x , y , r , . . . etc.)/; (x ,y , z ,...etc.).../„(x , y, z , . . . etc.) = F(x ,y ,z ,...etc.) , 

pourvu que le nombre des facteurs qui composent le premier membre soit égal 
au moins au nombre des inconnues; et l’on voit que la forme des fonctions 

/ , /. i /» , F y 

peut être algébrique ou transcendante. 

Soit proposé, par exemple, de trouver toutes les solutions entières et po- 
sitives de l’équation transcendante 

& (** — J’) = a y 1 , 

que l’on pourra réduire à la forme suivante 

(x* — y 3 ) (y +y i°g * + (log H- t“ 73 ( 1o 6 + etc ) = 2 y 3 > 

il est évident que les deux inégalités 

x > a , x 5 — y " 1 > 1 1 , 

ne pourront pas subsister ensemble, parceque si elles pouvaient exister en même 
tems, le premier membre de cette équation serait toujours plus grand que le 
second, tant que les nombres x et y resteraient positifs. Alors il faudra que 
l’on ait l’une des équations 

x ~ o , x — i , x = a ; x’ — y* — o , x% — y* *=* 1 , 

x* — y 1 => a , x a — y* — 3 , x J — y 1 = 4 , — y' = 5 , x’ — y* = G , 

x 1 — y' = 7 , x'—y' — 8 , x» —y' = 9 , x* — y' = 10 , x 1 — y * =11. 
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Mais les équations 

X* y* = 3 , X* — y’ =: 6 , X’ J'* = I O , 

ne peuvent avoir aucune solution entière; et parmi les 1 1 équations qui restent, 
il n’y a que les deux équations x = o , x a — y* = o , qui étant combinées 
avec l'équation projiosée servent à la résoudre: on déduit de là que 1 équation 

x r ( X ’ — y ■) = a y* , 

ne peut se résoudre en nombres entiers et positifs, qu’en frisant x = o , y — o . 

On pourrait, de la même manière trouver les solutions entières et négatives 
de l'équation proposée . 

L’équation 

A b n x K — Aq n y* — F_, (x , y) -f F_(x ,y) -f -T , 

qui est semblable à celle que nous avons déjà considérée, peut se résoudre assez 
facilement par la méthode que nous venons d’exposer; car cette équation ]>eut 
se réduire à la forme 

/(* » y) • F ( x » y) = >y) » 

en faisant 

F ( x yy)=^( bx ~qy) ’y A x yy) = xn ~' + b "~' ^ qy •••♦ + 7"" A" i 
F * ( x » y) = F »~. ( x , y) + F ~* ( x » y) + t ; 

et on pourra de cette manière trouver toutes les solutions entières et positives 
de l’équation proposée. Si l’on voulait résoudre l’équation 

Ab"x* -J- ^/*F w (x,7) + F „(x,y) + T , 

il faudrait multiplier tous ses termes par b n x" — q n y" , afin de rendre le 
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premier membre décompo sable dans les deux facteurs 

.•/(Ax — qy) , b m ~' x 1 "- -f b^ x”- 1 + q'~' y'"-' , 

le second desquels a tous ses termes positifs. De cette manière l’on trouve tou- 
tes les solutions entières et positives; les solutions entières et négatives, s’obtien- 
nent en changeant les signes des variables. 

En général, étant proposé de résoudre en nombres entiers une équation à 
n inconnues, si l’on ]>eut former, avec ces mêmes inconnues, m fonctions en- 
tières , chacune desquelles , pour des valeurs quelconques des inconnues , doive 
être moindre que L -f- i , et plus grande que L, , ( L et L x étant deux nom- 
bres entiers) en égalant successivement chacune de ces fonctions aux nombres 

■£| “h 1 » ~f" 3 > L » 

on aura m (Z, — L ,) équations; et les solutions entières de l’équation proposée, 
devront se trouver parmi les racines entières de ces dernières équations ; et si la 
nature des fonctions que l’on a trouvées est telle, qu’en combinant les divers 
systèmes d’équations qui en résultent avec l’équation proposée on puisse élimi- 
ner m inconnues , on obtiendra une équation plus simple cpii ne contiendra que 
n — m inconnues; et lorsque m ~ n — i , l'équation proposée sera résolue 
complètement 

Soit proposé de résoudre en nombres entiers l’équation à cocfficiens ra- 
tionnels 

(45) ...... a* x* -f- bx i -j- ex 3 -f- dx -(- e = z' ; 

on pourra toujours supposer que les coefliciens de cette équation sont entiers ; 
car s’ils ne l’étaient pas, ils deviendraient tels en les réduisant au même dé- 
nominateur, et en multipliant toute l’équation par le carré de ce dénomina- 
teur. De [dus on supposera que les inconnues x et z , sont positives; car si 
elles sont négatives, on pourra changer leurs signes et les rendre positives, et 
l’on admettra que tous les coefliciens du premier membre sont positifs; car s’il 
y en avait de négatifs, on les rendrait tous positifs en posant x = x, -f— /a , et 
en déterminaut h convenablement. 

Maintenant si l’on multiplie par 4 a* tous les termes de l’équation (45) , et 
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que l’on fasse 4 «* = (a a* x* + A x + v) 1 , on aura en développnt 


4 a 4 x* 4“ 4 <** A x 3 + 4 o 3 c x’ + 4 «* d x -f- 4 e 


— 4a 4 jr' — 4 a ' A X* — ( 4 a ’ ** -f" 4* ) x* — a A v> x — v* 


et partant 

(46) ... (4 t>-f- A’ — 4 «’ e)x* + (a A v — 4«’ <A) * + v% — 4 rtJe = °- 

Dans cette dernière équation i> put être positif ou négatif; si on le suppose po- 
sitif, il ne pourra jamais surpasser un nombre L qui, substitué pur v dans 
l'équation (46) , rendrait tous 's termes psi tifs ; alors ou devra faire successi- 
vement 

v = o , i , a , 3 , L — i , 

et on obtiendra par l’élimination toutes les solutions entières et psitives qui cur- 
respndent à l’hypothèse de v psitif. Soit v négatif et égal à — t , et soit 
t < x ; en substituant cette valeur dans l’équation (46) , elle deviendra 

( 47 ) ... (A* — 4 «* o — 4 o* t) x 1 -}- ( — a ht — 4 o’ rf) x -f- (t 3 — 4 a 3 e) = o : 

maintenant si l’on suppose que s soit la plus petite des valeurs entières de t qui 
satisfont à l’inégalité 

4 «* ( * + c ) > A 1 , 

en substituant s u , pur t dans l’équation ( 47 ) , (« étant un nombre psitif 
quelconque) ou en déduira une autre équation de la forme 

4 x* -f- B X -f- 4 rt> O — ( s -j- a y , 
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qui a tous ses coefficiens positifs, mais qui est absurde parceque l’on a par 
supposition 

x a > f» = ( s -f- u ) 1 . 

S’il existe donc une valeur de v , négative et moindre que x , qui satisfasse à 
l'équation proposée, elle devra se trouver parmi les nombres 

— i , — » > — 3 , — (x — i ) • 


Si dans l’équation (46) , on a v = — u et u > x , en divisant u par x , 
on trouvera le quotient n et le reste r < x , et en posant 


4 «* Z ' — (a a 1 x’ -f *x — nx — r) 1 = (a a’ x J + (4 — n) x — r)’ , 
on obtiendra 


4 a* x* -|- 4 «* 4 x* + 4 o* c x’ -f- 4 à x -f- 4 * 

— 4a*x* — 4 a» (4 — n)x î -f-(4 a ’ r — (4 — n)*) x’ a (4 — »)rx — r a 


a’ nx s -f- (4« J r-)~4a a c — (4 — n) 1 ) x 1 -j- (a (4 — »)r-f 4 a ’^) I- f 4 a ’ < “ ,rl|=,i:) j 

mais puisque 4 s* > 4 » on aura toujours 4 > n , et par conséquent 

on faira successivement 

n =, î , a , 3 4—ij 

et eu substituant toutes ces valeurs dans l’équation précédente, on déterminera, 
comme auparavant, la limite de r . 

De cette manière nous avons réduit l’équatiou projwsée à dépendre d’un 
nombre donné d’équations à une seule inconnue, dont on sait trouver tous les 
facteurs rationnels. 
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Soit proposé} par exemple, de résoudre en nombres entiers et positifs 
l'équation à deux inconnues 

x* -J- 4 x 3 -f- 1 1 = Z 1 } 

en lâisant z = x a -f- a x -j- r , on aura, après les réductions, 

(4-(-2r , )x a -f-4 , ''*-f-'‘ a ' — il = 0} 

si r est un nombre positif, on voit qu’on ne saurait avoir r >■ 3 } si r est égal 
à un nombre négatif — p et que l’on ait p c x , on obtiendra 

(4 — *p)x' — 4/>x-j-/>* — ii = o ; 

et en faisant p =■ 3 , ou p > 3 , on trouvera une équation de la forme 

a x 1 -f- b x + ii = p 1 , 

qui est absurde parceque par supposition x’ >• p 1 . 

Lorsque r est un nombre négatif, et que l’on a — r > x , on fàira 
r = — (x-j-f)jen supposant — t < x , et on obtiendra 

X* -(- 4 X 3 -f II s= ( X* -f X / )* 

et par suite 

ax*-f-(af — !)x*-j- 2 /x-f-ii=f* , 

et puisque x* > f’ , on ne pourra pas avoir t > o . 

Il serait absurde de supposer r => — (»x-j-f),etn> i, parceque 
l'on aurait alors l’équation 

z' = ( x* — A ) a c x* , 

qui ne saurait jamais s'accorder avec l’autre 

== -f- 4 x 3 -f- n > x< . 
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Par conséquent l’on obtiendra le système suivant d’équations 

x = x* i x i , i = r 1 -)- 3 x -j- a , ; = x’ a x , 

: = x 1 -f a x - (-3, z i= x’ -f i x • — i , z = x 1 -f- x , 

qui étant combinées avec l’équation proposée doivent servir à déterminer les va- 
leurs des inconnues. Maintenant si l’on effectue les éliminations, on ne trouve 
que les valeur x ==a i , z = 4 > r l u i résolvent l'équation proposée, et qui donnent 

« 4 + 4 X »* + il = 4 J • 


L’équation que nous venons de traiter sert à résoudre l’autre 
( 48 ) . . . Ax* + (By* + Cy + D)xJ r Ey i -\- Fy* + Gy II=*o , 
lorsque B n’est point égal à zéro; en effet on trouve l’expression 



dans laquelle la quantité comprise sous le signe radical doit satisfaire à une équa- 
tion de la forme 


* % = 4 - b y 3 + cy' + dy 4 - e ; 

et lorsqu’on aura obtenu toutes les solutions de cette équation, on aura résolu 
complètement l’équation proposée. 

Si dans l'équation (48) , l’on fait 

y — * + ‘ , U — a , G => e , F =/ , E = g , 

D + g = b , F = c , B + E — d , E * F — h , 
on la transformera, après les substitutions, dans la suivante 
o —a -f- bx -j- ex 1 -)- dx l -f- et -\-J't‘‘ -f- gt 5 -(- hxt + (<i-f ag) xt ’ -f- (a d -f- g)x* t , 
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qui est assez générale, et dont on pourra trouver toutes les solutions entières. 

Si au lieu de l'équation (48) on avait considéré la suivante 

A x* -\~(B-\-Cy... + Dy K + Ey**' ...-f Fy n+ >’) x -f Gy w ~' -f- 1 = 0 , 

ou aurait pu la résoudre de la même manière, pourvu que tous les coelliciens 

D ,£ , F, ne s’évanouissent pas à la fois; et l'on en aurait déduit de 

nouvelles transformées plus générales que celle que nous venons de trouver ; car 
la méthode dont noirs avons fait usage pour résoudre l’équation ( 45 ) , peut s’ap- 
pliquer également à l’autre plus générale 

A a " x m " -f b x mn ~' -)- c x”— 1 -\-px-\-q=sAd'z n . 

On a déjà vu que par F„ (je , y) , nous désignons une fonction homogè- 
ne, rationnelle et entière, du degré n , entre x et y ; en généralisant celle nota- 
tion, nous représenterons dans la suite par F, (x , y , s ...... etc.) , une 

fonction homogène, rationnelle et entière, du degré » , entre les inconnues 

* , y , * , etc. 

Maintenant, étant donnée l’equation 

F.(* , y) + F ,(x , y) + f — 0 t 

si l’on peut trouver une solution rationnelle de celle-ci 

F, (* , y) = ax* + bxy -f cj» = o , 

la première sera résoluble aussi en nombres rationnels. En effet, si les valeurs 
x = m , y = n , satisfont à l’équation F, (x , j-) = o , en faisant 

x = mp + q , y = np 4- r , 

et en substituant ces valeurs dans l’équation 

F » (•* ,y) + F. C* » y) +/= ax * + bxy 4- cy' -f dx 4- ey ■+/— o , 
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on aura 


( a ni* + b ni r + c »’ ) p 1 4 ( i a ni q + b (mj r +• nq) + a c n r + d nt + e n') p 
-|- a q 1 -j- bq r -}- c r 1 d q -f- e r -{- f 


et puisque par hypothèse on a a ni* -j- b m n -j- en 1 = o , on obtiendra 
l'équation 

aq' b q r -\- tr’ -|- dq -f - e r f 
P 2 a ru q -j- b n q -j- b ni r -j- -x c tir -{- dm -j- en ’ 

dans laquelle les inconnues q , r , peuvent prendre des valeurs rationnelles 
quelconques, et en substituant cette valeur de p , dans les valeurs de x et de 
y , on obtiendra toutes les solutions rationelles de 1 équation pro|iosée. 

Il est clair que la même chose arriverait si l'on avait l’équation 

(49) • • • F* ( x . y > - » • • • etc.) + l'\ ( x > J > - > • • • etc.) +/ — o ; 

qui renferme un nombre quelconque d’inconnues. Et il faut observer qu’étant 

donnée une solution x = l , y = ni , z = n , cic. , en nombres 

rationnels, de l’équation 

F*( x , X y - » etc.) == o , 

on peut trouver toutes les solutions rationnelles de l’équation (4g) en faisant 

x = Ip + q , y =a mp +• r , s = np + s etc. , 

(les quantités q , r , s , ... . etc. , étant des nombres rationnels quelconques) 
et l’on voit que ces solutions seront toujours en nombre inliui. 

Par exemple, ou sait qu’un nombre entier quelconque A est toujours la 
Tom. I. ao 
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somme de quatre carrés en nombres entiers, ou aura par conséquent 

A =» a J + -f c> -f d' ; 

mais si l’on voulait connaître toutes les solutions rationnelles de l’équation 
A — x* -f «' -f y + z 1 , 

on fairait 

A P' =* ( a P + <})' + ( b P + r )' + ( C P + *)’ + ( d P + 0* > 

et l’on aurait 


q 1 - f r’ -f s’ -f O 

P i (aq -f- br -f- es -J- dt ) ’ 

et la formule 


•' - (“ + '?) + ( i + ?) + ( c+ 7) + ( ,i + T) • 


(dans laquelle on peut donner à q , r , s , t , des valeurs rationnelles quelcon- 
ques) exprimera toutes les manières de décomposer le nombre A en quatre 
carrés rationnels . 

Il faut observer qu’étant donnée l'équation 


(5o) . . .ax* -f- bxy -f- cy * -f- dx z -f- ey z -\-f z* -j- gx -f- hy -f- i z -f- Æ=o , 
si l’équation 

a x * + bxy -f cy* -f- dxz + eyz + fi* = o , 
est satisfaite en faisant x = n , y = r , z = m ; on substituera daus 
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l’équation proposée les valeurs 

x = n P + 7 > y — r P + * . Z = mp + t , 

et on aura 


aq* + bqs + cs* + dqt + est + fO + gq + hs + it + k 
i(ant/+crs+'/'int')-h 1 >(sn-+qr')+d('nt+<]rn')+e(rt+sm)+gn+hr+im ’ 

où il faut observer que lorsqu’on pourra résoudre en nombres entiers l’équation 

(2 an + b r + dm)q + (2 c r + b n + e ni)s + (2/ m + d n + e r)t + g »+ h r+i m = 1 , 

qui contient les trois inconnues q , s , t , on pourra résoudre aussi l’équation 
( 5 o) en nombres entiers, d’une infinité de manières. 

Si l’équatiou proposée se réduisait à la forme 

a x* -{- c y' -j- f z* -f- k = o , 

jkiut lâcher de la résoudre en nombres entiers il faudrait faire 

a n q -f- ers -f- /m/ = s 1 . 

Cependant il y a des cas dans lesquels l’équation proposée ne saurait être résolue 
en nombres entiers , quoiqu’ elle puisse avoir une infinité de solutions frac- 
tionnaires . 

Lagrange a démontré que lorsqu’on multiplie ensemble les deux formules 

x ’ — a y* — b s’ -J- a b u* = F , 

X* — a Y % — b Z* -f a b U' = F , , 

on aura toujours l'équation 

FF, =3 A 1 — a B* — bC‘ -J- abD » , 

dans laquelle les quantités A , B , C , D , sont déterminées; maintenant si 
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x , 3 • — ay 3 — az , 3 4" <*bu , 3 
P ~ i (Ax, — uBy, — i C z, -j- ob Du, ) 

(les quantités x, , y, , z, , u, , étant des nombres rationnels quelconques) 
on aura 

FF - + 7 )'- “ { D+l r)~ b { c+ 7)’+ **(" + 7)' ’ 

et cette formule comprendra toutes les manières dont on peut réduire le pro- 
duit F F, à la forme 

n 3 — a q 3 — Jr’ -f- a b s 1 . 

Notre analyse fournit beaucoup de nouvelles formules semblables , car en faisant 

F — F a (x , y , s , u , etc.) -f A , 

F, = F, (JT , Y , Z , U , etc.) -f A , 

on trouvera aisément que l'on a toujours 

FF, = F t (p , q , r , s etc.) -f A , 

(les quantités p , q , r , s , ... etc. , étant des fonctions rationnelles des quanti- 
tés A , x , X , j" , Y , z , Z , ... etc.) pourvu que l’on puisse résoudre l’équation 

F. (■*■, , y, , s, , u, , ...... etc.) = o , 

en nombres rationnels. Ainsi, par exemple, si l’on fait 

F = x’ -f- 4 * y* — 1 1 3 z 3 -j- a t 1 , 

F, = X 3 -f 4. F 3 — 1 13 Z 3 -far 1 , 
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FF, = 


.* + ( + , Y 

V 3 ('9 P + I°4 7 — 33g r) / 

i A\ ( 4 {FF, 4- 1 »3 r» — P' — 4' f — « <«) , V 

V 2 ( *9 A» -h lC 4 <1— -339r) 'J 

, , / 3 ( FF, + « »3 r» — p* — 4 1 y J — « »< ) . Y 

V 2 ( '9/> + ,G 4 y — 339 r) / 


les quantités p , q , r , s , étant des nombres rationnels quelconques . 

Ce que nous venons de dire par rapport aux formules du second degré, 
peut s'appliquer aux équations indéterminées du troisième degré , et si l'équation 
à deux innommes 

F 3 (* , y) = o . 

est résoluble en nombres rationnels, l’autre 

F j( x >r) + F s(*‘,j) + F .( J >j) + k — o , 
sera résoluble aussi : en effet étant proposée l'équation 
(5i )...ax' -{-bx'y -}- cxy* + dy i -f ex' +fxy -j- g y' -f- Ai -f- iy -f- A — o , 

si l’on peut trouver deux nombres entiers m , n , tels que l'on ait 
a w ! -f" bm' n -f- c m n* -f- d n 5 = o , 

on pourra faire x = m p -f- y , y = n p r , e t en substituant ces va- 

leurs daus l'équation (5i ) , on aura nue équation de la forme 

(Ga) A p * -j- B p ' -|- C p -J- D = o , 
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dans laquelle 

A 5 = a m 3 -j- b ni 1 n -(- c m n* -}- d n 1 == o ; 
et si l’on fait B=o , on pourra résoudre l'équation (5 a) et l'on aura p ~. — ; 

V 

et en éliminant q entre les équations 

„ D 

B <= o , p = — - , 

on obtiendra une équation de la forme 

P = — F(r) , 

(dans laquelle F (r) exprime mie fonction rationnelle quelconque de r) qui 
fournira une infinité de solutions de l'équation projiosée lorsqu’on donnera à r 
des valeurs rationnelles quelconques. 

D est clair que l’on parviendrait à un résultat semblable, si l'équation pro- 
posée contenait un plus grand nombre d'inconnues; car si l’équation 

Fs ( * , y i a * “ etc, ) = o , 

peut être résolue eu nombres rationnels, l’autre équation 

F, (x,j,z,u,...etc.)-}-F, (x,j, etc.)-}- F, (x,j,z , u , ... etc.) +/=o , 

aura un nombre infini de solutions rationnelles. Maintenant si dans l'équation 
précédente on fait 

/= — m , Fj (x , y , * , u etc.) = x> + j* — z s — a* , 

F, (x , y , z , u etc.) = F, (x , j, s , u , etc.) = o , 

(m étant un nombre rationnel quelconque) puisque l’équation 
x 1 -j- y 1 — z 3 — u J — o , 
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peut se résoudre en faisant x =y — z = u , on pourra résoudre aussi l'équation 


+ y - 

et l'on aura l’identité 


u * =» m 


<M • • — (^) + - (£) - (w) ■ 


dans laquelle q est un nombre quelconque rationnel. De cette manière l’on a 
décomjtosé le nombre rationnel m en quatre cultes rationnels , dont deux seront 
positifs et deux négatifs. Mais on peut, lorsque m est un nombre positif, ré- 
duire le second nombre de cette équation à ne contenir que des cubes jiosi- 
tifs, et c’est ce que nous allons prouver à présent. 

Supposons q positif et tel que l’on ait 6 q* < m ; il est clair qu’ alors 
les deux premiers cubes du second nombre de l'équation (5a) seront positifs, 
tandis que les deux autres seront négatifs . De plus dans l’identité 


(53) a s — P = a 


/a 3 — a P 

\ fl 1 -f P 



' — P 
+ P 



le second membre est la somme de deux cubes positifs lorsqu'on a a* > a P , 
car à plus forte raison on aura a a? ;> P ; si l’on fait donc 


m -f~ 6 q 3 m 

6 q* ’ G q' ’ 


l’équation (53) se transformera dans la suivante 




/"m + Gf/’Y /{nn-6q i y~2m i y 

v 6 y’ ) \ ( m + 6 q 1 ) J + m 1 ) 

' \6 q‘) V(m + G ? } ) 3 W'y 


Digitized by Google 


( i6o ) 

dans laquelle les deux cubes qui composent le second membre seront positifs 
lorsqu’on aura 

( m -f- 6 ç 3 y >■ 2 ni 3 . 


Supposons maintenant que celte inégalité soit satisfaite, et reprenons l’iden- 
tité (53) en y faisant 


/"* + 6 ? 5 \ 

/( m 6<7 3 ) 3 — 2 

V 6f ) 

V('« -f- Gy 3 ) J -f- ut 1 ) 

nous aurons l’équation 

. / 

(ni +6y 3 V/ 

'(m -(- 6 y 3 ) 3 — 2 m 3 ^ 3 

v 

X m + 6, / i y + "* 5 / 


m \ j __ m 

3 ) ’ g7 • 


+ ( 


m \ 3 
6f) 


/m + 6q 3 \ 

A ni +6y 3 ) 3 — a wi 3 > 

LrMi‘1 

V (»//* / 

^(«t -t-Gy 3 ) 3 + m 3 J 

//« + (i i(\ 

m + 6 y 3 ) 3 — a ni i '' 

i 3 + /IülY I 

\ër~) 

\(/» + 6ÿ J ) i + ni 3 J 

vt>7 a y J 


•\ + G q 3 ) 3 — a /«’ 

y- <&y[ 

\ 6? > 

/ \(«» + 6y ï ) J + /«* 

fm + 6 /(' 

\V( W +6f/ i ) 3 - wi ! 

y-esyi 

\ df/ 2 / 

/ \(m + 6 y ; ) 3 +- /« 3 


dans laquelle le premier cube du second membre jiourra s’écrire de celle manière 


/m+Gy 3 V 

/(« *67’ ) 3 - 2 / 7 l 3 V 

/(m+Gy 3 ) 3 ((n*+6y 3 ) — 2 /n 3 ) 3 - 2 «t 3 ( (/« ■* G y 3 ) 3 + M 3 ) 

v ^ ; 

^ (m+Cu/iy^-rn 3 J 

\ (m +6ÿ 3 )Y(/«a-6ÿ 3 ) 3 — a w* 3 ) 3 


)’ 
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„ . et afin que ce cube soit positif il suffira que l’inégalité 

' - 3 3 

(56). . . (/n-f-6ÿ 3 ) 3 ^ ( w* — G «jr 3 ) 3 — ira*) :> am 3 ((/n-}-6<7 3 ) 3 -J- n* 3 ) > 

; • î 

soit satisfaite; et l’on vûit que cette inégalité renferme l’autre 
( m -f- 6 y 3 ) 3 > a /»* , 

(puisque les Jeux nombres rn et q , sont positifs par supjiosition ) et que lors- 
que. l’inégalité (5G) sera satisfaite, le second cube du second membre de l’équa- 
tion (55) sera positif aussi, puisque si l’inégalité (56) est satisfaite, l’autre 

* \ * 

3 .5 

3(»»-j-6y 3 ) 3 ^(/n-j-6 ÿ 3 ) — a/u 3 ) > m 3 ^(/n + 6ÿ 3 ) 3 -f- m 3 ) , 

sera satisfaite aussi. Il suffira donc de satisfaire à l’inégalité (56) pour que les 
deux cubes du second membre de l’équation (54) , et les deux cubes du second 
membre de l’équation (55) soient positifs. 

Soit, pour abréger, 6ÿ 3 = z , l’inégalité (56) deviendra, en extrayant la 
raciue cubique, 

s 

(z -f- m) ((z -|~ m) 3 — • a m 3 ) — ■ m ((z -f m) 3 + m 3 ) V a > o , 

» , . • » 

d’où l’on déduira, en ordonnant le premier membre par les puissances de z , 

3 — 3 — . 3 _ 3_ 

5) )...z 4 + t» (4 — Va ) ^6 — 3 Va ) z*-f-m 3 (a — 3 Va) z — /«*( t -f- a V a) >■ o . 

On a supposé m > 6 y 3 , ou bien m > z ; en faisant donc m = A z , 

' on aura A > t , et en substituant cette valeur de m dans l’inégalité (5^) , on 
aura, après avoir divisd par z* ; l'autre inégalité 

i —li ( 4 — Va ~)A -f- ( 6 — 3 V a ^A 1 * -f- ^ î — 3 Va )/f* — -j- a V a > o , 

' t Tom. /. ai 
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et celle-ci, en y faisant A = i -f- x , se transformera clans la suivante 

3 3 3 3 3 

(58). .. ta -9 a + ( 18 — a 4 t/ a )x-*-(g — a 4 v , a)x’-(a + 11 V a)x 3 -(i + av / a 

dans laquelle il sera toujours possible de trouver pour x un nombre rationnel 

3 

positif qui lui satisfisse; en effet puisque l’on a 1 26 ;> 1 00 s/ a , on aura aussi 


ta 


V- 33 

9 V a > — , 


et x devra être un nombre tel que la somme de tous les termes qu'il multiplie 

33 3 — 

dans l’inégalité (58) soit moindre que — r — . On faira à cet effet 1 00 y/ a = 1 a6 , 

car tous les termes qui sont multipliés par x dans l’inégalité (58) étant négatifs, 

3 

on ne devra craindre aucune erreur en prenant pour \/ 2 un nombre un peu 
plus grand que la valeur exacte de ce radical. Par cette substitution l’inégalité 
(58) se transformera dans la suivante 

33 — 62 a x — taiax’ — 793 x* — aaGx 4 > o ; 


d'où l’on déduira , en faisant x = — , 

y 


4 6,2 3 

- 33- ^ - 


1313 71)3 226 

y' - 33 y ~ ~ > ° 


33 


33 


12 12 

et comme — “JJ" CSt e P us coefficient négatif de celle inégalité, elle 
sera toujours satisfaite en faisant 

1212 4 1 5 

y = “3 r + 1 = T? * 


et à plus forte raison en faisant 


4i5 

y = 7- -b « , 


x 4 >o, 


1 
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(m étant une quantité positive quelconque) d’où il résulte que la valeur de 


4 1 5 -f- ii u 


1 1 
4 ■ 5 


salisfaira à l’inégalité (58) 
Maintenant l’on a 


n = A 
et partant 


* -(■+«> -(■ + - 6 ( >’ • 

* 

1 1 m 

1 1 u y 6 ’ 


/'4 , 5 + 1 1 m 

\4rf~+ 


mais comme par hypothèse q l < — • , il faudra trouver un nombre rationnel 
positif q , tel que q l soit compris entre 


rn 

T 


et 


4i5 m 

4aG X 6 ’ 


st il est clair qu’on pourra toujours trouver une inimité de valeurs de q i com- 
prises entre ces limites, valeurs qui satisfairout à toutes les inégalités de con- 
dition que nous venons de trouver. 

Maintenant puisque le binôme 

y m -(- 6q i y m "\ 3 

v VgTv ’ 

se réduit à la somme de deux cubes positifs, à l’aide de l’identité (54), et que 
d’après l’analyse précédente ou peut réduire l’autre binôme 

/ m -f- 6 q l \ V ( ni -j- 6 q* ) 3 — i m 3 \ 3 / m > i 3 

V 6 y’ A(«* + 67»)» + m 3 ) ~ \Tf) ’ 

à La somme de deux cubes positifs à l’aide de l’équation (55) , il est clair 
que l’on pourra réduire le second membre de l’équatiou 


/m -J- 6<y 3 \ 3 /m — GyN 3 / m \ 3 / m \ 3 

~ V G v’ / V 6y a ) \G q‘ ) VGy 3 ) 


'm — G «N 3 
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à la somme de quatre cubes positifs; et partant on aura pour résultat,, qu'un 
nombre quelconque ratiotmel positif peut toujours se décomposer, d une infinité 
de manières, en quatre cubes jiositifs, en nombres rationnels. 

Lagrange en cherchant les formes cubiques qui se reproduisent , lorsqu'elles 
sont multipliées entre elles, trouva la formule 

S x* -{- a x* y -j- (a* — ib')x ' 1 z b xy 1 -j" (« b — 3 c) xy z j 

> 

-j- ( b* — 2 a c) x z’ -f- cy 3 -j- a cy * z -f- b cy s’ -j- c* z 3 I 


qui étant multipliée par une formule semblable donne un produit de la même 
forme. D'après les principes que nous venons d’exposer on peut trouver un 
grand nombre d’expressions nouvelles, de la même espèce que La formule (5t)), 
et qui ne sont pas comprises dans celle-ci . En effet étant données les deux 
équations, 

F=F,(x , y , z , u , etc.) + A , 

F, = F, (x, , y, , x, , «, , etc.) -f A , 

i 

on pourra toujours faire 

FF, = F 3 (r , s , t , v , etc.) -f- A , 

(les quantités r , s , t , v , . . . etc. , étant des fonctions rationnelles des quan- 
tités A , x , x, , y , y, , z , z etc.) pourvu que l'équation 

F, (AT , Y , Z , U , etc.) = o , 

puisse être résolue en nombres rationnels. Ainsi par exemple en faisant 

f^x’+Z + î’ + t* 1 , F, = X 3 -f Y 3 + Z 3 + ü 3 , 

on aura l’identité 
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F* 1 ,+ (r+« *Q»-r > -J*-t 1 V / FF.+ÿ+s+ty-r'-s'-l 3 V 

3 ^(r+f +/)*+r*-i*— f 3 ) J ^3 ^(r + 4+/)*+r’— s 3 -* 1 ) ) 

/ FF.+tr+s+ty-rt-s 1 -? V / 

3 ^(r+s+/)*+r , -ï' , -/ : *) / Y 3 ((r+i+/)’+r a -4*-/ 3 ) / 

dans laquelle r , s , t , sont des quantités indéterminées. 

Euler à démontré pour la première fois, qu’un nombre quelconque ration- 
nel positif est toujours égal à la somme de quatre carrés en nombres rationnels; 
il a démontré aussi, que le produit d’une somme de quatre carrés, par une som- 
me de quatre carrés, est semblablement La somme de quatre carrés: l’analyse 
précédente montre que l’on peut généraliser ces deux théorèmes, et les étendre 
aux troisièmes puissances. 

La méthode que nous avons exposée n’est plus générale, lorsque les formu- 
les que l'on considère passent le troisième degré; et c’est à ce degré qu’Euler 
et Lagrange se sont arrêtés dans leurs recherches. Cependant on ]>eut trouver 
des formules de tous les degrés qui se reproduisent lorsqu’elles sont multipliées 
jiar des formules semblables. Ainsi, par exemple, pour le quatrième degré on 
a les deux formules 

3 x 4 _f_ y* _ s 4 _ 3 , 

3o x* -f- a^ 4 — 20 s 4 — ta u 3 , 

qui représentent rationnellement tous les nombres rationnels, et chacune des- 
quelles se reproduit lorsqu'elle est multipliée par une formule semblable. 

Lagrange eu |>artaut de la formule (5y) a trouvé une infinité de solutions 
entières de l’équation 

f j( x » y) — axi + tx'jr -I- cx x* + ; 

et il a cru que cette équation offrirait beaucoup de difficultés si on voulail’la ré- 
soudre autrement que par sa méthode: nous allons voir maintenant qu’elle est 
un cas particulier d'une équation générale dont on peut toujours avoir une in- 
finité de solutions entières. 
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Soit proposé de résoudre en nombres entiers l’équation 


F„ (^1 t *i ) ••• etc. ) -j - F w (*t a i y • * ■ etc.)/ 

(6o) , . , ^ > — - A* y (*, y y t y ** " • etc. ^ | 

+F^(a’ p ,j r ,z r ,...etc.)l 


dans laquelle on exprime toujours en général par 

F,(* r I Jr , Z T , etC. ) , 

un ]K>lynoiue liomogéne, rationnel et entier, du degré p (/< étant un nombre 
entier positif) à coelllciens entiers entre les variables 

X r l Jr l Z r , etc. J 

si l’un quelconque des exposans n , m , p ,(/ , n’a de facteur commun 
avec aucun des autres exposans, on pourra toujours résoudre d’une infinité de 
manières l’équation (6o). En elTet, soit y l’exposant qui n'a de facteur com- 
mun avec aucun des autres exjiosans n , rit ,.../>; on mettra « à la place des 
inconnues x, , y, , z, , ... etc. dans le j»oIynome 

F, (x, > y. y etc.) , 

et en supposant que la somme des coefTtciens du polynôme 

F, ( X * y y. y Z etc. ) , 

soit égale à b , on aura 

F Ÿ ( « , n , u y etc. ) = bu! ; 

puis en faisant, pour abréger, le nombre a égal au produit n X m X X p , 

a a 

ou écrira dans lequation (Go) , ( b .Y ) * à la place de ,r , ( h K) n à la place 

a a 

de y , (AZ) n à la place de z , ... etc.; puis on écrira ( h .V, ) * , à la place 
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a a 

de x, , (iK,)" à la place de y , , (i Z,)” à place de z, , ... etc. ; et ainsi 
de suite jusqu’au dernier polynôme du premier membre tlans laque! on écrira 

* a a 

( b X r ) e à la place de x r , (A Y r ') p à la place de y r , (b Z r ') p à la place de 
z r , . . . . etc. ; où il faut observer que les quantités 



^ , Y , Z , 

etc. , 


X, , Y, , Z, , 

etc. , 


x r , Y r ; z r 

etc. , 

expriment des nombres entiers quelconques . 


Maintenant jiour déterminer la valeur de u , l’on 

faira 

( 


A 


- b F. ((**)" , («T , {bZ)~,... 

. . etc. 1 

1 


. . etc . j 


+ jF, ((bX r fr , (* Y r )î , (bZ r )7 , . . . 

. . etc. ^ J 


et il clair que u sera un nombre entier. A présent si l’on multiplie tous les ter- 
mes de cette équation par u“‘ , (f étant l’un des nombres entiers et positifs qui 
résolvent l’équation à deux inconnues a t 1 = q v) et que dans l’équation 
(60) l’on fasse 
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x = {bX «')“ , y =a (A Y «')" , z = (b Z u‘) n , . . . . etc. , 

o a « 

x, =(^jr i M')" , y, => (AF,«*)“ , z, = (iZ,u , )“ , . . . . etc. , 


z r = (4I r «')f , j r = (frF r «‘)f , 2r =(JZ P u')'’ etc., 

on aura résolu 1 équation proposée d’une infinité de manières, et l’on obtiendra 
T identité 


F, ti') K ,(bY u') m , (b Z u , ) K , etc. 

+ f» ((bX.u') 1 " , ( b K.u')™ , (b Z, u')" , etc. 


-f (i b X r it')r ,(bY r u‘)r ,(bZ r u , )f , etc. 

Il serait facile de généraliser cette méthode, et de l’appliquer à beaucoup 
d’autres équations composées de polynômes qui seraient toujours homogènes, 
mais qui pourraient être fractionnaires et même transcendans ; néanmoins comme 
ces recherches ne présentent aucune difficulté, nous croyons ne pas devoir nous 
y arrêter plus long têtus . 



Ce mémoire faisait] partie d’un travail sur la théorie des nombres présenté en i8»3 à l’Aca- 
démie Royale des Sciences de Paris. 
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MÉMOIRE 

SUR LA 

RÉSOLUTION DES ÉQUATIONS INDÉTERMINÉES 
À L’AIDE DES SÉRIES. 


INTRODUCTION. 

T J es formules qui servent à résoudre en termes finis les problèmes ana- 
lytiques sont si peu nombreuses , qu’il n’y aurait que des questions très-simples 
que l’on pourrait traiter sans le calcul des séries . Cependant jusqu’à présent on 
n’avait jamais tenté d’appliquer ce calcul aux équations indéterminées, que 
l’on tâchait de résoudre par des transformations, en s’aidant des propriétés spé- 
ciales des nombres, que le génie de quelques grands géomètres avait pu dé- 
couvrir ; quoique dans le seul cas de l’analyse indéterminée, les méthodes d’ap- 
proximation fournissent des solutions exactes. Car comme, lorsqu’il s’agit 
d’équations indéterminées, les inconnues doivent avoir des valeurs entières, 
il est clair qu’ayant trouvé deux limites entre lesquelles doit être comprise 
la valeur d’une inconnue, cette valeur ne peut être que l’un des nombres entiers 
compris entre ces deux limites. D’où il résulte qu’en égalant successivement à 
tous ces nombres entiers l’ inconnue dont il s’agit, on pourra, par l’élimination, • 
ôter cette inconnue de l’équation proposée, qui se réduira de cette manière à 
un système d'équations dans lesquelles le nombre des inconnues sera diminué 
de l’unité. 

Dans ce mémoire nous appliquons le calcul des séries aux équations indé- 
terminées. Notre méthode est fondée sur ce théorème très-simple, que lors- 
qu’on a une équation dont chaque membre se compose de deux termes, l’un 
desquels est un nombre entier, et l’autre est une fraction moindre tpte l’unité, 
il faudra que les deux nombres entiers soient égaux entre eux, de même que les 
deux fractions. Il résulte de là que lorsque d’une équation indéterminée à 
deux inconnues, on aura déduit la valeur d’une fonction donuée des inconnues 
Tom. /. a» 
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développée en série convergente , «le manière qu'une partie «le la série soit une 
fonction entière des inconnues, et l'entre jsartie soit une fonctiou fractionnaire 
telle qu’on jiuisse la rendre plus petite «pie l’unité, en donnant aux inconnues 
une valeur plus grande que «les limites données, il faudra que ces inconnues 
soient comprises entre ces limites, ou bien ou pourra égaler à zéro la partie 
fractionnaire, et la |wrtie entière de la série fournira de cette manière une nou- 
velle équation à deux inconnues qui devra exister en même teins «pie l’é«ptation 
pro|>osée, et qui servira à résoudre celle-ci complètement . 

Nous appliquons «l’abord ces principes h des expiations indéterminées très- 
simples, eu montrant comment, par le développement eu séries, ou peut les 
décomposer en deux autres équatious, dont l’une eu termes buis ne renferme 
que des quantités entières. Puis nous résolvons des équatious plus compii- 
«juées algébriques ou transcendantes. Nous montrons ensuite comment l’on 
peut résoudre les équations dans lesquelles il faut extraire les racines, d'un or- 
dre quelconque, de certains polynômes donués,et nous faisons voir que dans ce 
cas, abu «pie notre niéiluxle soit applicable, il faut satisfaire à la condition que 
l’ou puisse extraire la racine de l'ordre dont il s’agit, du ternie qui contient le 
plus grand exposant . Enfin nous résolvons l’équation proposée par rapport à 
l’une des incounucs, lorsque cette résolution est possible , en faisant observer 
que dans ce cas, lorsque, eu donnant aux inexinnues ou à l’une (l elles seulement 
des valeurs plus grandes «pt’un nombre donné, les racines deviennent imaginai- 
res, il faudra nécessairement prendre jiour les inconnues des valeurs moindres 
que ce nombre, et l'équation proposée sera résolue complètement. 

En traitant de cette manière les' équations indéterminées qui sont du se- 
cond degré par rap|iort à l’une des inconnues, nous montrons quelles sont les 
conditions auxrjuelles on doit satisfaire afin de pouvoir résoudre complètement 
ces équations. Nous trouvons aussi les conditions auxquelles doivent satisfaire 
les équatious qui sont du troisième degré par rapport à l une des inconnues, afin 
qu’ou puisse les résou«lre complètement à l’aide des formules qui donnent les ra- 
cines des é«piaiions du troisième degré. Ou pourrait faire les mêmes considéra- 
tions sur les expiations «jui sont du «piatrième degré jiar rapport a l’une des in- 
connues, quoique dans ce cas ces recherches se compliquent beaucoup. Mais 
comme jiassé le quatrième degré on n’a aucune méthode par trouver les racines 
des équatious algébritpics, nous ne pourrions pas aller plus loin par des for- 
mules finies, et nous avons dtl recourir aux métlioiles d 'approximation . 
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Si l’on cherche, jvai le théorème de Lagrange, l’expression en séries des 
racines d’une équations 'algébrique quelconque , on obtient plusieurs développe- 
nicns, parmi lesquels il faut choisir ceux qui deviennent convergcns lorsqu’on y 
substitue les valeurs des coefficicns . En général ces développemens contiennent 
des radicaux , mais quelquefois ils en sont délivrés , selon le degré de l’équation 
proposée et le nomhre des termes qu’cUe renferme. Maintenant , si l’on suppose 
qu’il s’agisse de résoudre une équation indéterminée à deux inconnues, il c>t 
clair que* l’on pourra la résoudre, par le théorème de Lagrange, par rapport à 
l’une des inconnues, en considérant les coefficiens comme des lbuctious de 
l’autre inconnue. Alors lorsque la série sera convergente, et que l’ou pourra faire 
disparaître les irrationnels qu’elle contiendra, on obtiendra une équation com- 
jiosée d'une |Kirtie entière et d’une partie iractiou'naire ; et si l’on rend celle-ci 
plus (u tile que l’unité (en donnant à l’inconnue qu’elle renferme une valeur plus 
grande qu’une limite donnée) on aura une nouvelle équation qui devra subsister 
en meme tems que l’équation projtosce, ou bien il faudra donner à l’une des in- 
connues une valeur moindre que la limite dont on vient de parler; et dans les 
deux cas l’équation proposée sera résolue complètement. 

En traitant de cette manière les équations qui sont dn second ou du troi- 
sième degré par rapport à l’une dés inconnues, nous retrouvons les conditions 
que nous avons déjà obtenues en considérant la forme des racines; et meme 
nous trouvons de nouveaux cas de solution. Enlin nous montrons de quelle 
manière on peut résoudre les équations plus générales, et nous exposons quel- 
ques artifices analytiques qui peuvent servir à la résolution de plusieurs équa- 
tions indéterminées . 

Lorsque la série dont on doit faire usage j>our avoir la valeur de la racine 
cherchée contient des quantités irrationnelles, notre méthode exige jiour être 
applicable, que l’on puisse résoudre une nouvelle équation indétenuiuée avant 
d’obtenir la résolution de l’équation proposée: mais lorsque l’irrationnalité ne se 
montre pas, il suffira d’obtenir une série convergente qui fournira la résolution 
complète du problème; et il faut remarquer que les conditions qui doivent être 
satisfaites dans tous les cas, afin de résoudre par celte méthode les équations 
indéterminées à deux inconnues , ne regardent que les termes qui daiis chaque 
coefficient de l’inconnue, par rapport à laquelle ou a résolu l'équation, renfer- 
ment les plus grandes puissances de la variable . 

En général au lieu de chercher le développement en séries d’une racine de 
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l'équation proposée, on pourra chercher une fonction quelconque des incon- 
nues, et si la suite que l’on obtient de cette manière peut devenir convergente, 
on aura résolu complètement l'équation proposée. 

La méthode que nous exposons dans ce mémoire sert à trouver la réso- 
lution d’une infinité d’équations indéterminées de tous les degrés, que l’on ne 
saurait résoudre d’aucune manière par les principes connus. On peut aussi l’ap- 
pliquer aux équations contenant un pins grand nombre d’inconnues, en les ré- 
solvant successivement par rapport à toutes les inconnues l’une après l’autre . 


ANALYSE. 

J tant donnée l’équation 

(61) A + - = B + P , 

dans laquelle A et B sont deux nombres entiers, et « et p sont deux quanti- 
tés quelconques plus petites que l’unité, il est clair que l’on aura 

A = B , « = p . 

Il résulte de là que si d’une équation à deux inconnues p(x , y') <= o , on 
peut tirer, d’une manière quelconque, une équation de la forme (Gi) , on 
pourra déterminer, par l’élimination entre les deux équations 

<P ( x . J) = ° » A — B , 

les valeurs de x et de y . En général étant proposé de résoudre en nombres 
entiers l’équation à n inconnues 

» y » s , etc.) = o , 

si l’on en peut déduire, par des opérations quelconques, le m équations 

A, * t =3 B, fi, , A t -f- *, = 2 ?, -f- fi, ,.... A m -f- ■* = B m -(- p m , 
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dans lesquelles les quantités 

A t , A t ...... A m , B i f fi» y ..... B m , 

sont des nombres entiers, et les quantités 

•i » *» > > $1 > 0» J Pin > 

sont des fractions plus petites que l’imité, on trouvera les équations 

A t B , , -fi» y . . ■ . . = fi» > 

qui étant combinées avec l'équation 

p{* > y , z » etç.) =n O , 

donneront, après réb’mination , une équation qui ne contiendra plus que 
n — m inconnues . 

Nous répéterons ici la remarque que nous avons déjà faite précédemment, 
que si par un procédé quelconque, on est parvenu à tirer de l’équation 

y y y Z y CtC.) = O , 

une valeur approchée & de x telle, que l’on sache seulement que la valeur de 
S doit être toujours comprise entre M et N , ou trouvera la valeur exacte de x 
en l’égalant successivement à tous les nombres entiers compris entre M et N . 
Maintenant soit proposé de résoudre en nombres entiers l’équation 

a -f a, x -f a, x» 

y = b -f- b, x -(- b t x’ -(- b m x* ’ 

on fa ira d’abord 

a -f- a, x .+ a,i"=X, , b -f b, x + b M x m <= X m , 

et en général X r représentera un polynôme en x du degré r à coefficiens 

\ 


Digitized by Google 


( ‘ 74 ) 

rationnels: par conséquent il s’agira de résoudre en nombres entiers l’équation 

X. 


X = 


X- 


dans laquelle nous distinguerons trois cas diflèreus, selon que l'on aura 


Soit m > n ; ou pourra déterminer facilement un nombre entier L tel 

qu'en substituant pour x dans la fraction -, " la valeur L -|- » (a étant une 

quantité quelconque réelle et positive) on ait toujours [abstraction faite des 
signes) X„ > X„ ; on pourra de même déterminer une seconde limite infé- 
rieure L, telle que si l’on fait x = L K — a on ait encore X„ > X„ ; et 

X 

comme si l’équation proposée est résoluble il faudra que la fraction soit 


un nombre entier, on ne pourra donner à x que les valeurs suivantes 


X. 


x — L, , x = L, -f- 


x = L \ 


de sorte qu en éliminant x successivement entre l’équation proposée et l’une 
des équations précédentes, on aura un nombre L -f- 1 — L, d’équations en 
y , dont les racines entières, s’il en existe, fourniront toutes les solutions de 
l’équation projtosée . 

Lorsque m = n , on divisera X„ par X„ et ou obtiendra un quotient 

~ plus un reste qui sera de la formé , en indiquant toujours par X^_, 

uu ]>ol\ nome en x du degré m — i à coefficiens rationnels . Maintenant on 
aura, lorsque n = m , 


y = 


X„ 


+ 


x: 


et pariant 


K y = a., + b„ 


x». 

x. 
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d’où il résulte qu’en faisant b m y — a m =a z , on devra résoudre en nombres 
entiers l’équation 

X_, 


Z = b. 


X„ 


dont nous savons déjà trouver toutes les solutions entières . 

Lorsque n > m , on là ira n = m -}-/>, et en effectuant la division on 
trouvera l'équation 


y = = A x* -f A, xT l 


+ A r + ^ 7 ’ 


dans laquelle les coeiliciens A , A, A f , sont des nombres ratiouuels, 

et X_ , est un polyuome en x du degré m — t à coefReiens rationnels . A 
présent si l’on réduit tous les coefReiens de cette équation au dénominateur 
commun D , on aura 

D r = D(Ax+ + A, ar-' -f J f ) + y 

et par conséquent 

D y ■ — D (Ax? -f A x xr-' + A p ) =, , 

et comme le premier membre de cette équation est un nombre entier, si on 
l’égale à z , on devra résoudre l’équation 

a = *=' 

X. ’ 

dont nous savons déjà trouver toutes les solution entières . 

A l’aide de l’équation 

a + a, x + a t x' + a n x n X, 

^ = * + * + K + b m x” X. * 
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on peut résoudre l’autre plus générale 

, V x » 

* , y) = , 

en indiquant par p(x ,y) une fonction rationnelle et entière des nombres en- 
tiers x et y $ car puisque le premier membre de cette équation est un nombre 
entier, on pourra trouver toutes les valeurs de x qui rendent entier le second 
membre , et comme le nombre des valeurs entières que peut prendre le second 

membre est toujours limité, si on les représente par v, , v, , v r , 

on aura les équations 

< P( x ,y) = v . * ? > (x>y) = v* , < p(*,.r) = ‘v . 

qui devront exister en même teins que l’équation 

, , X. 

> x ) 5=3 » 

et qui serviront , par l’élimination , à trouver toutes les solutions de celle-ci . 

L’équation que nous venons de traiter en renferme un grand nombre 
d’autres plus générales . Ainsi par esemple étant proposé de résoudre en nom- 
bres entiers l’équation 

F(x).F,(y) = /(x) ./.(y) , 

dans laquelle F , F, , f , y, , expriment des fonctions entières et ration- 
nelles , on faira d’abord 

F (x) = X„ , /(x) = X„ , F,(y)= Y, , /. (y) = Y, , 

eu exprimant toujours par X„ et X„, des polynômes eu x , entiers et rationnels 
des degrés n et m , et par et Y, des poly nomes en y , entiers et rationnels 
des degrés p et y , et l’on aura 

x = JL _ = Ji_ 

/(x) X„ - Fiy) \ f ’ 
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d'où l'on déduira une équation de la forme 








et par conséquent on potura trouver pour x et y , des limites telles, qu'en pre- 
nant pour ces inconnues des valeurs hors de ces limites, on ait toujours, après 
avoir réduit tous les cœfliciens fractionnaires au même dénominateur D , 
l’équation 

D = D Y„ , 


qui étant combinée avec l’équation proposée fournira toutes les valeurs des in- 
connues, qui ne sont pas comprises entre les limites dont on vient de parler; 
et comme les valeurs comprises entre ces limites peuvent se déterminer sépa- 
rément avec facilité, on aura toutes les solutions entières de l’équation propo- 
sée. Dans l’analyse précédente nous avons supposé n> m , mais si l’ou avait 
n = ni , ou n < m , ou renverserait la fraction, et l’on aurait 






et en général il serait facile de résoudre cette équation dans tous les cas . 

Soient X„ , X„ , X r , X p , des polynômes quelconques en x entiers, 
des degrés n , m , r , p , et supposons que l’on ait p 3» r , n > m ; si l’on 
doit trouver toutes les solutions entières de l’équation 


(6a)...jr= X. (^ + ^‘ X, + ^(xp)’" + ^-'(x^) +y/ ‘(xp) +elC ) ’ 

dans laquelle la valeur du rapport ■ ne peut jamais surpasser une limite 

“"I— I 

L , on poussera la série jusqu’au terme t -j- i , m0 , (en prenant pour t le 
plus petit nombre entier qui satisfait à l’inégalité pt -}- rn > rt -f- n , la- 
quelle sera toujours possible puisque p ;> r) et on aura, après avoir elfectué les 
divisions et après avoir multiplié par le dénominateur commun D , une équa- 
tion de la forme 


D y ~ a x n ~ m -j- a, x'" 


+ 


Tom. /. 


/(*) 

/. O) 


a3 
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dans laquelle la fraction 

J i [ x 

pourra se réduire aussi jtelite que l’on voudra, en donnant à x des valeurs qui 
ne soient pas comprises entre deux limites 1,1,, que l’on déterminera aisé- 
ment. Ou voit par là que l’équation proposée sera résolue complètement, par 
les principes cpie nous avons exjKjsés précédemment, quelle que soit la nature 
de la fonction, algébrique ou transcendante, qui est exprimée par le second 
membre de l’équation (6a). 

Soit proposé maintenant «le résoudre en nombres entiers l'équation 
(63) ...A a" xP n -f- b .i ■ . . . -f d x -f c — A f y"" + b,y mn ~ cl, y -f e, , 

on pourra d’abord multiplier tous ses termes par A"^' , et en faisant ensuite 

A n ~'{hx m ~ * -f r/ x -fc) = r , A n ~'{b,y mn -f d, y -j- e) = s , 

on aura 


représente une série convergente, dont la valeur 


Au x f \ i -I — — — = An y n 1/ i -I — — ^ , 

* r Ah" x<* 1 J * r A\f'y mn 

et partant 

Aa xr G + - etc ) = 1 + ~ etc ) ’ 

et celte équation étant traitée de La même manière que l’équation (6a) nous 
conduira nécessairement à la résoluliou de l’équation proposée , puisque les sé- 
ries qu’elles contient sont toujours convergentes, lorsqu’on donne à x et y 
des valeurs plus grandes que des quantités données . 

Si l’on exprime en général (comme on l’a déjà fait dans le mémoire précé- 
dent) par F r (x , y ) , uu polynôme homogène et entier en x et y , du degré 
r , on pourra résoudre aussi l’équation 

«T* = 4" ar- + F„ (x ,y) + F w (x , y) + c = lr x'» +/( x ,y ) ; 

car en extrayant la racine n on aura 
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( îj " = bx p 



+ 


J\ x . J) _ 

h n xP n 


bx? 



A x >y) 

n b" xr n 


ou bien 




71 fl" 



et il faudra faire usage de la première ou de la seconde série, selon que lou 
aura x >■ y , ou y > x ; et dans les deux cas on pourra déterminer deux 
limites de x et y , telles qu’en prenant pour ces inconnues des nombres en- 
tiers liors de ces limites, on ait l’équation 


F > y ) = 7 -", ( x , y ) , 

qui devra exister en même que l’équation proposée, dont on pourra, de cette 
manière, trouver toutes les solutions entières. 

On peut résoudre par les mêmes principes l’équation 


y — 


y' ( a" x mn -f bx mn ~' 


+ 0 ’ 


qui donuera 

y = 


a x- -f a, x — -f a m -f -f etc. 


d’où l’on déduira une équation de la forme 

Dy = X,_ + %zi , 

qui servira à trouver toutes les solutions entières de l'équation proposée . 
L’équation 

= X, 

y' (a n x mn -f- b x ma ~‘ -f- c) 
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peut se résoudre aussi eu observant que ion a 


y 


oy: 

a" x mn -f- bx mn ~' + c ’ 


et il est clair que i'ou pourra résoudre de la même manière les équations de la 
forme 


y — r,^-. ^ + Al X, + A% (x.) + etC ) ’ 

pourvu que l’on ait s > t , et que le rapport de deux coefficiens consécutifs 
quelconques, de la série comprise dans le second membre , ne puisse jamais 
devenir infini . 

L’équation (G 3 ) renferme la suivaute 

À* sa a’ y im -(- b y' m ~' + p y + q , 

qui sert à trouver la résolution complète, en nombres entiers, de l’équation 

(GSi)... x* (ay n +by n ~' ...+cy+d')-¥x{ey r +fy r ~'...+gy+ h')+iy m +ky m ~'. ,.+l=o , 

lorsque 2 r > n 4- m , et lorsque 2 r étant moindre que n -f- m on peut fai- 
re en nombres entiers — ai y m+n = p* y™ - En effet , eu résolvant l'équa- 
tion (64) par rapport à x , on trouve 

2 x (a y" + by"~' + cy + d ) + ey T + fy + g y + h = 

V '((»/+/y ... + gy+h)*-b( a y n + bjr~' ... + cy+d)(iy m + kjr -~‘ ... + /)) » 

et puisque le premier membre de cette équation est un nombre entier, le se- 
cond devra l’étre aussi, et il faudra résoudre en nombres entiers l’équation 

(ey r +fy~' ...+gy+hy-(hay n +by n -' ...+cy+d) (iy+ky"" ...+/)=*’ , 

ce qu’on pourra toujours faire par notre méthode lorsque on aura 2 r >■ n -j- m , 
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et lorsque on aura 1 r <. n m et • — iay n+m = p 1 y"“ . Il faut observer 
ici que puisque de l’équation 

A x*-\-Bx-\-C = o, 

on déduit 

2 A x -j- B — =* V B* — 4 AC, 

ta résolution de l’équation (64) dérive, dans le cas de 2 r > n -j- m , de la forme 
des racines des équations du secoud degré qui admettent sous le radical le 
coefficient B élevé au carré, sans qu’il soit nécessaire de satisfaire à aucune 
autre condition; tandis que dans l’autre cas il faut satisfaire en nombres entiers 
aux équations — ia = p* , m -f- n 1 = as . Lorsque ir <z n -j- m , et que 
le produit ia est positif, on pourra toujours avoir toutes les solutions jrositi- 
ves de l’équation (64); tandis que si le produit ia est négatif, on pourra avoir 
toutes les solutions négatives de la même équation . Mais si l’on a 2 r < n -(- rn , 
m -f- n æ ît , et que le produit ai soit positif, on pourra résoudre com- 
plètement l’équation (64). Et l’on voit, que toutes les conditions précédentes 
11 e régardent que les termes qui , dans les coefficiens des diverses puissances de 
x comprises dans l'équation (64) , contiennent les plus grandes puisances de y . 

Soit proposé maintenant de résoudre en nombres entiers l'équation du 
troisième degré à deux inconnues 


(65) 

Y r x> + 

Y„ a 

+ 

a 

II 

0 , 

dans laquelle on 

a 




Y- 

a y r 

4- a i 

y~‘ 

4" a r 1 

Y 

= b y" 

+ b, 

y"-' 

O- é» , 

1 n 

J 


Y« 

=» c y" 

-f 

y”*~* 

“b c m 1 


si l'on cherche les trois racines de l'équation (65) , on aura par les formules 
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connues 




Xx> 


À-wm-$m^s(-k-Au-M)^y 


et si l’on suppose que l’ou ait (abstraction faite des signes) 


1LÏ ^ C Y -) 3 

4 (Y r y > a 7 (Y r y ’ 


on pourra développer eu série le radical 

(y,)» , (Y„y \ 

4(Y r )* ^ >iVry) * 



par les puissances ascendantes de 



et l’on obtiendra la série convergente 


Y m 

2 Y r 


( 


(Y -) 3 V» Y r\ 

2.37 (Y r )V\ Y„ J 


+ etc. , 


qui, étant substituée dans la formule 




(Y„.y 

a 7 ( Y r ) 3 
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donnera 




et l’on voit que si l’on peut satisfaire à l’éqnations 


M 3 , en nombres ra- 


tionnels, et à l’équation m = 3s en nombres entiers, on pourra extraire 

la racine cubique de la quantité j de même si l’on substitue la valeur du 


radical 


dans la formule 


VU (Y, y + a 7 fï r )V ’ 


J( _ I». _ #■):. + -iLÏ-ï) 
y v ^ y U(Y,y + * 


on trouvera 


v'C - t? : - ix - (#&)(£) - “ ) 
= /(- ïr - -) • 

et si l’on pourra faire 

-L- c= ^y 3 ' -f 5 y 3 — + etc. , 

^ r 

il est clair que l’on pourra extraire la racine cubique de la quantité 

l/( - T7 + stt ) ' 
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et l’on voit que l’on trouvera les mêmes conditions que nous avons déjà obte- 

o, 

nues, c’est à dire l'équation — = u 3 , qui devra être résoluble en nombres 

rationnels, et l’équation r — m = 3s que l’on devra résoudre en nombres 
entiers. 

Il résulte de l’analyse précédente, que lorsqu’en donnant à y des valeurs 
qui ne sont pas comprises eutre deux limites données L et L, , on peut satis- 
faire (abstraction faite des sigues) à l’inégalité 


Yr(Y m y _4_ 

C Y» ) J ~ > a 7 ’ 

il sera toujours possible de trouver toutes le solutions entières de l’équation 

a 

(65), si l’on peut résoudre l’équation ~ = u 5 , en nombres rationnels, et 

l’équation = 3 s , en nombres entiers . En effet les Valeurs de y qui 

ne se trouveront pas parmi les nombres entiers compris eutre L et L, , four- 
niront une équation de la forme 

Dx « A y' + B y-' + C + I , 

£ 

dans laquelle on pourra réduire la fraction — (qui est une fonction de y) aussi 

petite que l’on voudra, eu prenant pour y des nombres entiers qui ne se trou- 
veut pas compris entre deux nouvelles limites 1,1,] et partant il faudra don- 
ner à y des valeurs entières comprises eutre ces limites 1,1,, ou bien l'on 
aura l'equation 

Dx — A y' -f B y-' -f C , 

cpii devra exister en même tems que l’équation (65); et dans les deux cas on 
pourra trouver toutes les solutious entières de l'équation projMjsée, par la mé- 
thode que nous avons exposée précédemment . 
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Si , en donnant à y des valeurs non comprises entre deux limites finies 
/ , et , l’on avait (abstraction faite des signes) 

Mï-)» ^ ± 

(M 3 *7 ’ 

on trouverait aisément (par une analyse semblable à celle dont nous venons de 
faire usage) que pour résoudre complètement dans ce cas par notre méthode 

l’équation (65), il faudrait pouvoir résoudre l’équation — — u" , en nom- 
bres rationnels, et l’équation n — r = s j , en nombres entiers. 

On pourrait appliquer les mêmes principes aux équations qui sont du 
quatrième degré par rapport à l’une des inconnues ; mais dans ce cas les cal- 
culs qu’il faudrait effectuer deviendraient très-longs , et d’ailleurs passé le qua- 
trième degré l’on se trouverait arrêté par l’impossibilité de résoudre les équa- 
tions algébriques des degrés supérieurs . IVous allons reprendre maintenant 
cette théorie dans toute sa généralité, à l’aide du théorème de Lagrange qui sert 
à exprimer en séries les racines des équations algébriques, et nous exposerons 
avec plus de detail ce que nous avons à peine indiqué dans l’analyse précédente. 
Etant proposée l’équation 

(66) a — hx -}- ex” = o , 

on sait, par le théorème de Lagrange, que lorsqu’on a (abstraction faite des 
signes) 

caT" __ ( n — i)"“' 

b n < r? ’ 

une des racines de celte équation sera exprimée par la série convergente 


. a / caT-' a »c’ 

(6?).. . , + — + + 


3n(3» — a) c 3 n 
a . 3 . P" 


J „3n— 3 


etc.) , 


et les autres n — • i racines serout données par la série convergente 

(n — i) 2 n a 3 


-ov , r _ a !L£ (n - I)an a j _ A 

^ \ (a — i)4r a (n — i )’ r’ a . 3(n — • î ) 3 P r 3 j 


Tom. T. 


*4 
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dans laquelle il faut substituer pour r successivement les n 
l’équation 

b 

z"~' — — = o . 


racines de 


Lorsqu’on a (abstraction faite des signes) 


en 


( n — 1 )"-' 


b n 


les n racines de l’équation proposée seront exprimées par la série convergente 

s br (3 ■ — n) b* r* (4 — »)(4 — an)é 3 r 3 \ 

r \ * na a . w 1 a 1 a . 3 . n 3 a 3 etc y ’ 

dans laquelle il faudra substituer pour r successivement les n racines de 
l’équation 

a 

z" 4- — = o. 
c 

D résulte de là, que lorsque (abstraction faite de signes) l’on a 


ca‘ 


b n 


< — 


b n 


l’équation (66) aura autant de racines réelles qu’il y en a dans les deux 
équations 

b z — a = o , c z"~' ■ — b = o , 

et que lorsque (abstraction faite des signes) on a 

ca"~' (n — îV * -1 
— > ^ ’ 

il y aura autant de racines réelles qu’il y en a dans l’équation 

c z" + a = o . 
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Maintenant si l’on snppose 

a — — a. , b — — P , c = y , 


(a , 13 , y , étant trois quantités positives) et si l’on prend pour n un nombre 
impair quelconque, ou aura les deux équations 

y:"-' + (3 = o , / î" - a = o , 

dont la première atira toutes scs racines imaginaires, tandis que la seconde 
n’aura qu’une seule racine réelle; et par conséquent l’équation 


(7°) yx" -j- @x — et = o , 

(dans laquelle et , fi , y , sont trois quantités positives) aura toujours une 
seule racine réelle , quelle que soit la valeur des coefficicns et , (3 , y . 

A présent si dans l’équation (70) on fait, par exemple, 

a = P y m “ + q , 0 => rj”"-’ -fs , y = t , 

(/> , r , f , étant trois quantités positives) on aura, après les substitutions, 

(7O py m " + 7 = + «) * + * •*" 1 

et par suite (abstraction faite des signes) la quantité 

ca"-‘ y( — a)" - ' t( — pf m — <7 y* - ’ 

~~b n ~ ~ ( — £)» “ ( — rj"" - * — s'y 

sera plus grande ou plus petite que --- — , selon le rapjmrt de ma n . 

Soit nm > 2 n , alors on jmurra trouver deux limites L et L, , de 
telles, qu’en prenant pour y des nombres entiers quelconques qui ne soient 
pas compris entre ces limites, on ait toujours (abstraction faite des signes) 


( 7 a ) 


t (—py mn — ( » — 1 )' ,_ ' 

( — ry mn ~* — s )" < n n 


Digitîzed by Google 


( '88 ) 

Lorsque cette inégalité est satisfaite, pour trouver toutes les valeurs de x 
qui résolvent l’équation (71), il faudra faire usage des deux séries (67) , (68); 
et en substituant dans la première de ces séries les valeurs 

a = — a — — P )~ mn — 7 , b = — 0 = — r y mn ~' 1 — s , C = y = t , 


on aura 


(73 )... x =(nn±jr) 

W ) y rj — , + s ) 


f(— PJ-”"— 7)"- py mn — ?)“ 

1 ~r ( — rymnr-i — s y r 2 ( — /-j'"'* - J — s)*‘ 

3n(3n — *)t\— py” n — y) 3 "" 3 . 

+ a . 3 ( — ry mn ~ r — s) 3 " ••• + -1 


Mais comme par hypothèse l’on a ma > m , ou bien m > a , et 
que chaque terme de la série précédente peut se réduire aussi petit que l’on 
voudra en donnant à y des valeurs entières qui ne soient pas comprises entre 
deux limites L , L, , facilement assignables , on aura toujours ( lorsque y n’est 
pas compris entre ces limites) une équation de la forme 

Nx = A y- + B y + C + £ , 

dans laquelle N , A , B , C , sont des nombres entiers , et -y est une fraction 
plus petite que l’unité; d’où l’on déduira l'équation 

Nx — A y 1 By + C , 

qui devra exister en même tems que l’équation (71), et qui servira à trouver 
toutes les valeurs de y non comprises entre les limites L , L, ; mais comine 
d’ailleurs les valeurs de y comprises entre ces limites peuvent se trouver sé- 
parément, l’équation (71) sera résolue complètement quant à la série (67); 
et si l’on suppose que les coefficiens de l’équation (71) restent toujours po- 
sitifs, quelle que soit la valeur de y , il est clair que l’équation (71) ne four- 
nira qu’une seule racine réelle pour x , qui sera représentée par l’équation (73); 
ainsi dans ce cas l’équation (71) sera résolue complètement , pourvu que l’inéga- 
lité (73) soit satisfaite. 
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Si les coefficiens de l’équation (-1) ne sont positifs, que pour des valeurs 
de y comprises entre les limites L , L, , on j>ourra, j>ar l’analyse précédente, 
trouver toutes les solutions de cette équation qui corresjondent à des valeurs 
entières de y comprises entre L et L, . 

11 est clair que si l’équation 

Pf" n + q — (ry’ n ~ i -f- s)x + »!■ , 

est résoluble par la méthode que nous venons d’ exposer , on pourra résoudre 
aussi l’équation plus générale 

(li t )...py m, '+p,y mn -'+Piy ,nnr -' ... + q l y + q = (ry mn -'±r,y mn - 1 ... + s,y + s)x +t x n , 
dans laquelle les coefficiens 


Pt » P* > • • • • Çi t > r f r * 1 » s » * > 

sont des nombres rationnels quelconques . En effet l’on pourra toujours , dans 
chaque coefficient de x , rendre le terme qui contient la puissance la plus 
élevée de y plus grand que la somme de tous les autres, et alors les condi- 
tions d'inégalité ne porteront que sur les termes qui contiennent ces plus gran- 
des puissances ; et comme les autres conditions ne regardent que ces termes , 
il en résulte que si l’équation (71) est résoluble, l’équation (74) sera résolu- 
ble aussi . 

Si au lieu de l’équation (74)» on voulait résoudre en nombres entiers 
l’équation plus générale 

ay mn _|_ b y**-' + . .. d — ( e y mnr ~p -f- /j ... -|- g)x + hx* , 

dans laquelle les coefficiens e , h , sont positifs, il suffirait d’avoir in > p , 
pour en obtenir toutes les solutions entières , ou du moins toutes les solutions 
entières positives, par notre méthode. 

En général étant proposée l’équation à coefficiens rationnels 

ay" -j- ... + cy + d = («y* -f- fy^' ... + ff)x + A x“ , 

on pourra, par la méthode que nous avons exposée , trouver toutes ses solutions 


P 
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entières pourvu que le produit eh reste toujours positif et que l’on ait (abstra- 
ction faite des signes) . • 

k(ny" 4- b y- .... + r/V— (//» — t 

(«y +/r r " •••• + sT < 

Ainsi par exemple on pourra toujours trouver toutes les solutions entières de 
l’équation 

ny’> + by 6 -f- cj 5 -j- dy* -j- e y 3 + fy' + S y "f ,l 

= x(iy° -j- ky s -{- ly* + mj ! -f rej 1 + Py + ?) + r - 1 ' 5 . 

pourvu que le produit i r soit positif. s 

Lorsque dans l’équation (70) le coefficient (3 est négatif, l’équation 

y z "~' -(-(3 = o , 

;i*' u. • -U -"..i 

I 

aura deux racines réelles, et alors si la condition 

y a n -‘ ( n — l )"■' 

( 3 « < n n ; . , 

est satisfaite (abstraction laite des signes) outre la série (67), il faudra consi- 
dérer la série (68), qui fournira deux nouvelles racines réelles de 1 équation 
(70), en y substituant les valeurs des coefficiens. Mais aliu que notre méthode 
puisse s’appliquer à la série ( 08 ) il faudra que l’on ait 

JL (a"“i y° m ~ m -j- b etc.) , 

car alors l’équation 



donnera les deux valeurs réelles 

z = ( a y™ by""' etc.) , 
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et ces deux valeurs étant combinées avec la série (68), fourniront toutes les 
solutions entières de l’équation proposée. 

Si l’on a, dans l’équation 

a — il -|- ci’" = o , 

(abstraction faite des signes) 

ca"~' _ ( n — i)* -1 

b" > «" ’ 

on ne pourra plus faire usage des deux séries (67) et (68) pour obtenir les va- 
leurs de x , car dans ce cas ces deux séries deviendraient divergentes: alors 

I 

il faudra recourir à la série (69) qui renferme le radical ^ ^ , et il est clair 

que l’équation proposée aura une ou deux racines réelles selon que le nombre 
n sera impair ou pair; en observant cependant que lorsque n sera pair, et que 

la fraction — sera positive, l’équation a — bx -fc/ao, n’aura aucune 

racine réelle, tant que l’inégalité précédente sera satisfaite. 

Maintenant si l’on suppose que les coefftciens a , b , c soient des fonc- 
tions de y , il faudra, pour appliquer les principes que nous avons exposés 
précédemment, que l’on ait toujours 

ca"~' _ (n-— i)’’ - ' 

~1F~ > 7? ’ 

et ensuite 

± d ? mn + e ^ ,n ~‘ ■ ’ ’ • • + py +-? = + h y mn ~' + etc, 


car alors on trouvai 



gy m + -ky-' 


l y — 1 


+ , 
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et en substituant cette valeur dans la série (69), on parviendra aisément à la 
résolution complète en nombres entiers de l’équation proposée . 

En général étant proposée l’équation à deux inconnues 


( 7 5).. 


(x"(ay -f- b y 


... -f cy -f- d) -f (ey +/jr r ~‘ ... -f gh + i)x 

— ( *y + l ï r ~' “■</? + *) 


o , 


on pourra toujours la résoudre complètement en nombres entiers dans les cas 
suivans . 

i.° Lorsque n étant un nombre impair, et les deux termes ay m , ey' , 
ayant le même signe on ]>eut trouver deux limites finies L , L, , telles, qu’en 
prenant pour y des valeurs entières qui ne soient pas comprises entre ces limi- 
tes, on ait toujours (abstraction faite des signes) 


a A” -1 y+p"~r __ ( n — 1)— 

e" y n < n" * 

a.° L’équation (j 5) sera résolue complètement lorsque (n étant un nom- 
bre entier quelconque, et l’inégalité (76) étant satisfaite, mais les deux termes 
a y M , e y , n’avant pas le même signe) on pourra résoudre l’équation 

g 

— = u n ~‘ , en nombres, rationnels et l’équation r — m =? (n — t ) z , eu 
nombres entiers . 

3.° L’équation (^5) pourra être résolue complètement en nombres entiers, 
(quels que soieut les sigues des termes n y m , ey r ») lorsqu’il sera possible de 
trouver deux limites finies L , L, , telles qu’en prenant jwur y des valeurs en- 
tières non comprises entre ces limites , on ait toujours 

a k"~' y m+ "P~p ( n — 1 ) n ~' 

( 77 ) çn y n ■ > If “ ’ 

et que l’on pourra résoudre l’équation — = u n , en nombres rationnels , et 
l'équation p — rn = nz , en nombres entiers. 



Digitized by Google 


* ( l 9 3 ) 

4 -° Lorsque l’inégalité (77) étant toujours satisfaite, l’exposant n sera un 
nombre pair, et les deux termes kyf , a y" , auront des signes diflereus, on 
pourra trouver toutes les solutions entières de l'équation (75). 

11 faut observer ici que souvent les conditions précédentes ne sont satis- 
faites, dans l’équation (7 5 ), qu’entre des limites données des inconnues; alors 
au lieu de trouver toutes les solutions entières de l’équation proposée, on aura 
seulement, par notre méthode, les solutions comprises entre deux limites con- 
nues. Ainsi, par exemple, quelquefois ou trouvera toutes les solutions positives 
de l’équaliop (75), sans que l'on puisse obtenir les solutions négatives. 

Si dans l’équation (75) ou fait n= 1 , et si l ou suppose que l'inégalité 
(76), qui daus le cas actuel se réduit à celle-ci 

4 a fi y m+F < e* y ir , 

soit toujours satisfaite en donnant à y des valeurs non comprises entre deux 
limites finies L , L, , il est clair que l'on pourra résoudre complètement l'équa- 
tion proposée a l’aide des deux séries (67) et (68), car b secoude n’aura, dans 
le cas de n = a , qu’une seule valeur qui sera toujours rationnelle. 

Lorsque l’on a, au contraire, (abstraction faite des signes) 

4 n k y m + f > e 1 ÿ" , 

en donnant à y des valeurs quelconques non comprises cuire deux limites 
baies 1 , 1 ,, il faudra faire usage de la série (69), et afin quelle ne contienne 

aucun terme irrationnel, on devra jtouvoir résoudre l’équation — = x 1 , en 

nombres rationnels, et l’équation p — m = 1 s , en nombres entiers. 11 est 
clair que ces deux équations se réduisent aux deux suivantes a k =■ u* , 
p -j- ni =s ■xt , qui sont celles que nous avons déjà obtenues. 

Les deux équations précédentes doivent être résolubles dans le cas que 
le terme a k y m+l> soit jtositif , mais lorsqu’il est négatif, et que l’on a 

4 a k y m+p > e’ y" , 

la série (69) aura deux valeurs imaginaires; et partant les valeurs de x qui 
Tom. I. *5 
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corrcsjiondeiH à des valeurs de y non comprises entre des limites finies L , L, , 
seront toujours imaginaires; mais comme les valeurs entières de y comprises 
entre ces limites, se déterminent aisément, on aura résolu complètement l'équa- 
tion proposée, sans qu’il soit nécessaire de satisfaire aux deux conditions que 
nous avons trouvées précédemment. 

Soit maintenant n = 3 dans l'équation (7$), et supposons que l'inéga- 
lité (76) soit satisfaite, dans le cas actuel elle se réduira à l'autre 

ak*r mHv 4 

* _ ^ " T y 


et il faudra faire usage des deux séries (67) et (68), pour obtenir les valeurs 
entières de x qui résolvent l’équation proposée. A présent si dans la série 
(67), on substitue les valeurs des coefliciens de l'équation (75), on aura une 
série convergente qui fournira, à l’aide de notre méthode, toutes les solutious 
entières de 1 équation (7.')) qui correspondent à l’une des formes des racines. 
Pour obteuir toutes le autres solutions entières, il faut considérer les valeurs de 
x fournies par la série (68) ; et comme celle-ci , lorsque n = 2 , contient le 


radical (f) T qui, j Jour l’équation (75), se transforme dans l’autre 



* y r + fy r ~ t 

ay“ + by i 


• • + • \ » 
. • + d) 


il faudra , pour y appliquer notre méthode , que l’on ait l’équation — — = u 1 , 

en nombres rationnels, et l’équation r — rn= is , en nombres entiers, et 
l’on voit que dans ce cas l’équation (75) sera résolue complètement . Mais si la 
quantité comprise entre les crochets dans le radical (78) demeure toujours néga- 
tive, pour des valeurs quelconques de y uou comprises entre deux limites finies 
L , L, , il est clair que le radical (78) deviendra imaginaire dans les mêmes 
circonstances; alors la série (68) ne donnera que des valeurs imaginaires de x , 
excepté pour des valeurs entières de y comprises entre les limites L , L, , va- 
leurs que l’on considérera séparément. Ainsi clans ce cas l’équation (7 />) sera 
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résolue complètement à l’aide de la série (67), pourvu que l’inégalité 
37 a A 3 < 4 fi 3 y lr 

soit satisfaite, et sans qu’il soit nécessaire de vérifier aucuue autre condition. 
Si l'on avait au contraire 


37 a A’ y+w > 4« 3 y 3 ' > 

il faudrait recourir à la série (69) , et comme celle-ci contient le radical 
1 

(t)‘ qui, pour l’équation (75), devient 

(kyf + l y +s \7 

\ay m -j- l>y m ~ l + d) ' 

on devra, afin que notre méthode soit applicable, pouvoir résoudre l’équation 

A 

— = u 3 , en nombres rationnels, et l’équation p — m — 3 s , en nombres 
a 

entiers; et si ces deux conditions sout satisfaites, l’équation (75) sera résolue 
complètement . 

L’analyse -précédente montre qu’en appliquant la série de Lagrange aux 
équations indéterminées qui sout du second ou du troisième degré par rapport 
à l’une des inconnues, on rencontre les mêmes conditions que la forme des 
racines nous avait fait découvrir, et que meme l’on trouve de nouveaux cas de 
solution. En appliquant notre méthode aux équations des degrés supérieurs, on 
trouve la résolution complète d’un grand nombre d’équations indéterminées, 
qu’on n’aurait pu traiter d’aucune manière par les méthodes connnes 
Si au lieu de l’équation (6G) on avait l’autre 

a — - b x m -f- c x** 4 " = o , 

on sait que la série (67) contiendrait la radical ^ > et alors si a , b , c , 
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étaient des fonctions de y , la première série aussi fournirait deux équations de 
condition de la forme 

k 

— — n m , p — r = ni s , 

e ' 

dont la première devrait être résoluble en nombres rationnels, et la seconde en 
nombres entiers; et il est clair que ces équations deviennent identiques dans le 
cas de m = i . 

En général étant projwsé de résoudre eu nombres entiers i’équ.itiou à deux 
incounucs 

a èar-j-ca - * + ^ x * — ° s 

dans laquelle les coefliciens a , b , c , .... d , sont des poix nomes en y en- 
tiers cl raliouueis, à coellieiens rationnels, on réduira d’abord tous ces coeili- 
ciens au dénominateur commun, et puis on les multipliera par ce dénomina- 
teur pour les rendre tous entiers; ensuite on cherchera par le théorème de La- 
grange les diverses séries qui représentent les n valeurs de x , et l’on trouvera 
toutes les conditions auxquelles doivent satisfaire les termes qui flans les eoefli- 
ciens a , b , c , . . . d , contiennent les |>lus grandes puissances de y , a lin (pie 
l’équation proposée soit résoluble par notre méthode, eu observant que lorsque 
ces conditions , qui regardent les ternies contenant les plus grandes puissances 
de y , seront satisfaites dans une équation donnée, ou |K>urra changer d’uue 
manière quelconque les autres termes, qui ne contiennent jws les plus grandes 
puissances de y , et toutes les équations que l’on obtiendra de cette manière 
seront toujours résolubles . 

Pour résoudre en nombres entiers l’équation 

F (•* , y ) = » , 

(dans laquelle F (x , y") exsprime une fonction quelconque entière et ration- 
nelles des inconnues x , et y , à coefliciens rationnels) il peut être utile de 
considérer quelques puissances de l’une des inconnues comme des coefliciens 
algébriques; de cette manière ou réduit l'équation pixqiosée à une autre plus 
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simple, et lorsqu’en résolvant cette nouvelle équation par la série «le Lagrange, 
notre méthode est encore applicable, ou obtiendra la résolution « complète de 
l’équation proposée. Ou |>oiirrait aussi dans plusieurs «tas résoudre complète- 
ment de la même manière des «kpialions contenant trois ou un plus grand nom- 
bre d’inconnues ; mais ces recherches exigeraient de trop longs développemens, 
et ne sauraient trouver place ici. 

En général au liett «le chercher j»r le théorème de Lagrange l'expression 
en série des racines de l’équation projtosée, on peut chercher le dévclopjtement 
d’une /onction quelconque des inconuues. Ainsi, jiar exemple, étant pro|K>sé 
de résoudre en nombres entiers l’équatiou à deux inconnues 

p O « y ) — o , 


si l’on peut trouver une fonction entière F (x , y ) des mêmes inconnues telle, 
qu’étant développée ]>ar les puissances descendantes d’une autre fonction entière 
f ( x , y ) de œtte manière 


Ft* o-: 


B + 


B. 


+ 


B . 


/('.r) T (/(•* . y))' 


-|- etc. 


le rap|M>rt de deux eoefliciens consécutifs demeure toujours positif, et ne puisse 
jamais atteindre une limite entière A , on trouvera 2 B jrour la limite de 
F{x ,/) , lorsqu’on donnera à la fonction /{x , y ) , uue valeur égale ou 
plus grande que 2 A ; alors eu éliminant une des inconnues entre I’é«piation 

p (* , y ) == 0 » 

et l'une quelconque des suivantes 

F(x,y)=>o , F(x,y)= 1 , F(x , y) ■= 2 , ... F(x ,y)=iB — 1 , 
ou bieu entre la même équation 

p ( x » y) = 0 » 
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et l'une des suivantes 

f( x >y) = ° >/(■* » y) = « > /( x .r) = a » • • — 1 » 

ou aura un nombre a ( ^ -j- B ) d’équations à une seule inconnue, dont les ra- 
cines entières exprimeront toutes les solutions entières de l 'équation 

p i x » y) — ° • 

Nous avons supposé que tous les coefliciens B , B, , B 2 , etc. , 

avaient le même signe ; mais s’ils avaient des signes alternatifs , en faisant 
on n’aurait plus F (x , y') < a B . Cependant en fai- 
sant y(x , y') > A B , la valeur de /"(x , y ) , serait toujours comprise 
entre B et B — i , et l’on serait assuré qu’il faudrait avoir en même tenus 

F (x > y) = B » p ( x » y) «= ° » 

* ou bien l’équation 

P ( x y y ) = ° » 

devrait exister en même teins que l'une des suivantes 

/( x » y) = ° >/( x >.r)= 1 ./( i j) = 1 » R » 

et l’équation proposée serait résolue complètement . 

L’esprit de la méthode que nous avons exposée dans ce mémoire consiste 
en ceci; qu'étant proposé de résoudre en nombres entiers l'équation à deux in- 
connues 

F ( x > y) — ° s 

ou devra chercher une fonction entière des inconnues /(x , J’) , telle que Ion 
ait l’équation 

(79) /( x . y) =/> ( x . y) + 77 » 
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dans laquelle f (x ,y) est aussi une fonction entière de x et y , et i , i, , 
sont deux fonctions des mêmes inconnues, telles qu’en prenant en même lents 
(abstraction faite des signes) pour x des valeurs entières non comprises entre 
les deux limites (iuies -j- A et — A , et pour y des valeurs entières non com- 
prises entre les deux limites finies L , et • — L, , on ait toujours (abstrac- 
S 

lion faite des signes) y- < t . 

Maintenant il est clair qu'en |>renani en même tems |KHtr x des valeurs 
non comprises entre -f- A et — A , et pour y tles valeurs non comprises en- 
tre — j_ Z. , et — A, , l’équation (79) se réduira à l’autre 

(80) / ( * > y ) = /. ( * > y ) > 

qui devra exister en même tems que l’équation F (x , y) = o , et qui don- 
nera, par l’élimination, toutes les solutions de l’équation proposée, non com- 
prises en même tems entre les limites trouvées précédemment . Mais si les 
deux inconnues x et y , netaient pas comprises à la fois entre ces limites, 
l’équation (80) n’aurait plus lieu; cependant alors comme l’on devrait avoir 
(abstraction faite des signes) 1 < 1 i , ou j < i ,on poserait les 
équations 

X = O , X = — I , x c= =t 2 , X = = (A — 1), 

ou bien les autres 

y = o ,y=* « , 7 = 2 y = (L, — 1) , 

et on pourrait éliminer une inconnue entre l’une quelconque de ces équations , 
et l’équation 

F ( x , y ) = o , 

qui serait de cette manière résolue complètement, puisqu ayant trouvé dalxjrd 
les valeurs entières de x non comprises entre les limites — L et + A , et 
les valeurs entières de y non comprises entre les limites — L, et -f- A, , et 
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puis les solutions comprises entre ces limites, on aura toutes les solutious. en- 
tières possibles de l'équation proposée. 

Les méthodes que nous avons exjjosées dans le mémoire précédent et 
dans celui-ci, contiennent les premiers élémens d’une théorie générale sur la 
résolution complète des équation indéterminées qui ont un nombre fini de so- 
lutions entières. Cette théorie présente de grandes difficultés lorsqu’on veut l'ap- 
pliquer aux cas particuliers, et demande des recherches fort laborieuses qui ne 
sauraient trouver place ici, mais que nous espérons pouvoir exposer dans une 
autre circonstance . 
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MÉMOIRES DE MATHÉMATIQUE DONT LA RÉDACTION 
EST PRESQUE ACHEVÉE ET QUI FAIRONT PARTIE 
DES VOLUMES SUIVANS; AVEC L’ÉNONCÉ DE 
QUELQUES-UNS DES PROBLÈMES RÉSOLUS 
DANS CHAQUE MÉMOIRE. 


Mémoire sur les transcendantes numériques . 

Qioêlèmes. 

i.° Etant donné un nombre quelconque n , trouver directement et sans tâ- 
tonnement, par une opération algébrique, un nombre premier p qui soit plus 
grand que n . 

a.° Etant donnée la série des nombres premiers successifs 

1 > a > 3 , d , 7 , ti , t3 p , 

(dans laquelle p exprime le plus grand do ces nombres premiers) déterminer le 
nombre premier p, , qui suit immédiatement le nombre premier p , en fonction 
des nombres 

1 » a , 3 , 5 , 7 , n , i3 , p , 

en termes finis. 

3 “ Etant donnés deux nombres entiers quelconques a et b , exprimer en 
termes liuis, en fonction de a et b , la somme des puissances n. ma de ceux, 
parmi les nombres entiers compris entre a et b , qui ont seulement un nom- 
bre rn de facteurs. 

Tom. /. 4 2 6 
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IL Mémoire sur les congruences du troisième et du quatrième degré , 
et des degrés supérieurs . 


Qioftièmeâ. 


j.° Soit p un nombre premier de la forme G /» i ; on aura toujours 
4 p =1 a* -j- a 7 , et si l'on cherche les racines entières, communes aux deux 

congruences 


2 A (a ») a j 6 "-® —~T ( a ny j 6 " - '* . •: . -j- etc. = o (mod. p) , 

2 2 • J 

y 6 "-' — {Ç>nfy 6n "‘ -f- (ôn)^ 6 " -5 — (6n) 7 j 6 " - * -j - (6 n s fy an ~ i — etc. = o (mod. p) , 


on trouvera, en général, pour facteur commun une congruence du degré m ; 
maintenant il s’agit de trouver le rapport qui doit exister entre a et m , afin 
que la congruence 


a -3 -j- 2 o ( mod. p ) , 


soit résoluble. 

2“ Soit p un nombre premier quelconque : on pourra toujours résoudre 
l’équation 4 p = x* -f- zy * , en nombres entiers d’une inGnité de manières. 
Maintenant, parmi toutes les valeurs entières de z , il s’agit d’en déterminer une, 
directement et par une méthode générale, telle que x et y t soient deux résidus 
cubiques de p , quel que soit le nombre premier p qui doit rester indéterminé. 
3 .” En exprimant par p un nombre premier quelconque, il s’agit de déter- 
miner les valeurs de p dans lesquelles parmi les résidus cubiques de p moindres 
que p , il y en aura toujours au moins un de la forme a 3 -f- h 3 ; a et b , étant 
deux nombres entiers dilférens de zéro. 
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4-° Trouver tontes les solutions entières de l’équation indéterminée. 
ç)z 6 y'‘ + ç)z 6 y—6z 5 - G z 3 - (y*+y — 5 ) ( ta z’ 1 — 1 az s (jr* -u 5 - a) + 1 az* (jr* — u + 1)) I 

J+ 4*’(y -j' - - 5) (3z*y^-3y* z*(u 3 +u+ i)+3s’(tt < -ti 3 + 2 «-a)+z 4 (z , -^ 1 +« 3 + 2 ) J )| 

| + 4 S ’(^’ + J' — 5) (s 1 — y 2 + a* + a)’ ((z -y* + « 3 + a)’ — z*) 

- (4j 4 + a^ 3 - 10 y 1 ) (z* + i:y - az’w taz 1 - a«y + ay - au + y + «* + 1 )J 
45z 6 ~Gz 3 u+6z*— 3ys*—6z*y s +6z t uy— 6z*y+6uy i —6y i +6uy— 3 yj 

f - (4 z 4 -4- 3 (/ î — « 3 -a)+4^ , (y l -«+i)-4“r 4 +4- z ^' a (“ 3+u+I ) _ 4 z ( ,ii — “ 3 +2n-a)^ (zNy— u+t)l 


III. Mémoire sur les intégrales déjinies qui dépendent de la théorie des 
nombres. 

QtoSSèttieé. 

1 .* Déterminer les valeurs des coeffîciens de l'équation 

y- + a y— + i?y 3 + c = o, 

qui a pour racines les » — • 1 quantités 


a l>r 


cos 


cos 


4é« 


6i, 


cos 


/ , b* 

cos a ( 1 * — - 1 ) — 


(■"-v) ( sio ~T")° (“ ni ir)’ ( si “(»-')v) 
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) *°4 ) . 

dans lesquelles a , b , n , sont (rois nombres entiers quelconques qui n'ont pas 
de commun diviseur. 

2°. Déterminer les conditions qui rendent la formule 
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siu ( ax -f- b — 2 aux — 2 bn ) 


r 

n 


2 n siu (ax 4- b) 

n 



+ 


2 


X — I 


( air ii’r • a x* ir 

1 — cos — cos 1- cos — - ) sm 

n n njn 

( , a t 3ïV\ ir 1 

i -f- a cos — cos 1 cos 

n n J n 


■ 2 cos 


4 T 

n 


égale à une quantité finie, sans que les quantités a , b , n , soient données en 
nombres. 
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IV. Mémoire sur la résolution des équations numériques. 

(PtO'Êfeme. 

Etant donnée une équation numérique quelconque à coefiîoiens rationnels, 
trouver, parmi ses racines, toutes celles qui peuvent être construites par la règle et 
le compas, et cela sans le secours de la théorie des nombres , ni de la théorie des 
lignes courbes, mais seulement à l’aide des principes élémentaires de la théorie 
des équations algébriques. 

V. Mémoire sur le calcul des probabilités. 

(Ptof 

Deux joueurs jouant aux échecs, et les pièces étant disposées d’une manière 
quelconque sur l’échiquier, supposons que chaque jooeur joue chaque coup 
de la meilleure manière possible; maintenant il s’agit d’exprimer en série conver- 
gente le nombre des coups après lesquels l’un des deux joueurs recevra nécessai- 
rement échec et mat . 

VI. Mémoire sur la comparaison des différens ordres d’irrationalité. 

Qto&îème, 

Etant donnée une équation algébrique quelconque, et l’une de ses racines 
irrationnelles, en combien de fjcteurs algébriques peut-on décomposer l’équation 
proposée? 
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MÉMOIRES DE PHYSIQUE QUI PARAÎTRONT DANS LES 
VOLUMES SUIVANS, DÈS QUE L’ON AURA RÉPÉTÉ 
QUELQUES-UNES DES EXPÉRIENCES LES PLUS 
IMPORTANTES. 


I. Mémoire sur la flamme et sur les mouvemens que la chaleur pro- 

duit dans les corps soumis à son action . O 

II. Mémoire sur quelques phénomènes de diffraction de la lumière et 

de la chaleur. C**) 

III. Mémoire sur la formation du phosphore dans les animaux. 

IV. Mémoire sur l'influence du tems dans les phénomènes physiques . 

V. Mémoire sur le maximun de densité dans les liquides. 

i 

VI. Mémoire sur les odeurs. (***) 

VII. Mémoire sur la transparence des corps . 

VIII. Mémoire sur la scintillation des astres et des corps terrestres. 


(•) Voyez le N.° 73 de Y Antologia di f ïrenze . 

(**) Voyez le N.° 88 de 1* Antologia . 

(***} Voyez leN, a 77 de Y Antologia. 
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